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15 ôåâðàëÿ 2006 ãîäà èñïîëíèëîñü 75 ëåò ãëàâíîìó ðåäàê-
òîðó æóðíàëà «Êâàíò», øèðîêî èçâåñòíîìó ó÷åíîìó-ôèçèêó,
àêàäåìèêó Þðèþ Àíäðååâè÷ó Îñèïüÿíó. Ìû ïîçäðàâëÿåì
Þðèÿ Àíäðååâè÷à ñ ýòîé çàìå÷àòåëüíîé äàòîé è æåëàåì
äîëãèõ ëåò æèçíè, êðåïêîãî çäîðîâüÿ è íåèçìåííûõ òâîð÷åñ-
êèõ óñïåõîâ.

 Ïðåäëàãàåì íàøèì ÷èòàòåëÿì êðàòêîå èçëîæåíèå áåñåäû
Þ.À.Îñèïüÿíà ñ ðåäàêöèåé æóðíàëà «Êâàíò» íàêàíóíå þáèëåÿ.

– Þðèé Àíäðååâè÷, çà ÷òî âû ëþáèòå íàóêó â öåëîì è
ôèçèêó â ÷àñòíîñòè? Êîãäà âû âïåðâûå îáíàðóæèëè â ñåáå
ýòó «ïðåêðàñíóþ áîëåçíü» – óâëå÷åíèå íàóêîé?

– ß õîðîøî ïîìíþ, ÷òî ñ þíîñòè ìåíÿ óâëåêàëè òàêèå
èíòåëëåêòóàëüíûå çàíÿòèÿ, â êîòîðûõ ãëàâåíñòâîâàëè ëîãè-
êà è ñòðîãîñòü ðàññóæäåíèé. À â ôèçèêå, âî âñåõ åå ðàçäåëàõ
– îò ìåõàíèêè äî ýëåêòðîäèíàìèêè, íà ïðîòÿæåíèè âñåé
èñòîðèè ðàçâèòèÿ ðåàëèçîâàëñÿ ãëàâíûé íàó÷íûé ïîñòóëàò,
ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî âñÿêàÿ íîâàÿ òåîðèÿ äîëæíà âêëþ÷àòü
â ñåáÿ âñþ èìåþùóþñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàó÷íóþ
êîíöåïöèþ. Åñëè ÷òî-íèáóäü íå ëàäèòñÿ â ýòîì ïîñòðîåíèè,
çíà÷èò, òàì ëèáî åñòü êàêàÿ-òî îøèáêà, ëèáî ìû ÷åãî-òî íå
ïîíèìàåì è åñòü ïðåäìåò äëÿ ãëóáîêîãî ðàçìûøëåíèÿ. ß ïî-
ïðåæíåìó ñ÷èòàþ ôèçèêó öàðèöåé íàóê, ýòî ñàìàÿ ëîãè÷íàÿ,
ñàìàÿ îáùàÿ è ðàçíîñòîðîííÿÿ, ñàìàÿ öåëüíàÿ îáëàñòü
íàóêè.

Ïî÷åìó ÿ ñòàë çàíèìàòüñÿ íàó÷íîé ðàáîòîé? Ëþáèòü
íàóêó, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî è ñîçåðöàòåëüíûì îáðàçîì, íî
ÿ ôàêòè÷åñêè âñþ æèçíü çàíèìàëñÿ äîáûâàíèåì ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (ÿ ýêñïåðèìåíòàòîð, õîòÿ è ó÷èëñÿ
òåîðèè) è, êðîìå òîãî, ìíîãî ëåò ðóêîâîäèë îðãàíèçàöèîí-
íîé äåÿòåëüíîñòüþ â îáëàñòè ôèçè÷åñêèõ íàóê. Ïðè ÷åñòíîì
îòâåòå íà ýòîò âîïðîñ íàäî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò, ÷òî ÿ êàê
ëè÷íîñòü ôîðìèðîâàëñÿ â ñîâåòñêîì ãîñóäàðñòâå â ýïîõó
êîììóíèñòè÷åñêîé äèêòàòóðû, êîãäà âñå áûëî ïðåäîïðåäåëå-
íî. Ðàáîòàòü òâîð÷åñêè, ñàìîñòîÿòåëüíî è, ãëàâíîå, íåçàâè-
ñèìî â ñîâåòñêîå âðåìÿ ìîæíî áûëî òîëüêî â íàóêå. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî â îñíîâå ìîåãî âûáîðà ëåæàëà ëþáîâü ê ñâîáîäå,
ê íåçàâèñèìîñòè ïðèíÿòèÿ ñâîèõ ðåøåíèé.

– Ïîìíèòå ëè âû òó ïåðâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ âàñ «çàâå-
ëà» íàâñåãäà?

– Ïîìíþ, è î÷åíü õîðîøî. Êîãäà ÿ áûë ñòóäåíòîì-
äèïëîìíèêîì, ïåðåäî ìíîé âîçíèêëà ñîâåðøåííî íåðàçðå-
øèìàÿ çàäà÷à, íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå â òåîðèè Êóðäþìîâà
– ÿ â ýòî âðåìÿ ðàáîòàë â èíñòèòóòå ó Ã.Â.Êóðäþìîâà. Ýòî
áûë ÷åëîâåê, êîòîðûé çàíèìàëñÿ ïðèìåíåíèåì ôèçè÷åñêèõ
çíàíèé ê îáúÿñíåíèþ î÷åíü áîëüøîãî ðàçäåëà ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè – à èìåííî ê òîìó, êàê îáðàáàòûâàþò ìåòàëëû.
Îí «ïîäëîæèë» î÷åíü ãëóáîêèå íàó÷íûå çíàíèÿ ïîä, êàçà-
ëîñü áû, ýìïèðè÷åñêóþ îáëàñòü, ñîçäàâ òåîðèþ ôàçîâûõ
ïðåâðàùåíèé ïðè çàêàëêå è îòæèãå ñòàëåé. Òóò ñêàçàëèñü åãî
îáðàçîâàíèå è òî, ÷òî îí ïðîèñõîäèë èç Ëåíèíãðàäñêîãî
Ôèçòåõà, åãî ó÷èòåëÿìè áûëè À.Ô.Èîôôå, Í.Í.Ñåìåíîâ,
Ï.Ë.Êàïèöà. Ñòàðøåå ïîêîëåíèå, ïðåäûäóùåå ê ïîêîëåíèþ
Êóðäþìîâà, ñ÷èòàëî, ÷òî ýòî ïðåâðàùåíèå åñòü îáû÷íîå

ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå è ïîýòîìó íà åãî êèíåòèêó äîëæíà
ñèëüíåéøèì îáðàçîì âëèÿòü òåìïåðàòóðà. Õîðîøî èçâåñòíà
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âñÿ÷åñêèõ ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ îò òåìïåðàòóðû â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå, ìíîãî
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ áûëî äîáûòî
ñàìèì Êóðäþìîâûì, ãëàâíûé èç êîòîðûõ – èçîòåðìè÷åñêîå
ïðåâðàùåíèå, êîãäà ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå ðàçâèâàåòñÿ âî
âðåìåíè ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Íî â òî æå âðåìÿ
ñêîðîñòü ïðåâðàùåíèé äëÿ íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ áûëà
ãðîìàäíîé äàæå ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ýòî áûëî
î÷åíü âàæíûì ïðîòèâîðå÷èåì è äàâàëî ïðîòèâíèêàì òåîðèè
Êóðäþìîâà íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå êàðòû. Âîò ýòà
çàäà÷à ìåíÿ óâëåêëà, è ÿ âûïîëíèë ðàáîòó, çà êîòîðóþ ìíå
è ñåé÷àñ íå ñòûäíî.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ âûñîêîé ñêîðîñòè ïðåâðàùåíèé ïðè íèç-
êîé òåìïåðàòóðå ÿ ïðèâëåê êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Ýòî áûë íîâûé øàã â ôèçèêå, ïîòîìó ÷òî äî ýòîãî
êâàíòîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèìåíÿëèñü òîëüêî äëÿ ïðîöåñ-
ñîâ, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàëè ýëåêòðîíû. È ýòî
íåñëó÷àéíî, òàê êàê â âåðîÿòíîñòü òóííåëüíîãî ïðåâðàùåíèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíî âõîäèò øèðèíà áàðüåðà è ìàññà ÷àñòèöû,
êîòîðàÿ åãî ïðîõîäèò. Ýëåêòðîí èìååò â 2000 ðàç ìåíüøóþ
ìàññó, ÷åì ÿäðî âîäîðîäà, à ìàññà ÿäðà æåëåçà åùå â 50 ðàç
áîëüøå, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òóííåëüíîãî ïðåâðàùåíèÿ òà-
êèõ òÿæåëûõ ÷àñòèö, ñàìè ïîíèìàåòå, êàêàÿ áóäåò ìàëàÿ.
Òàê âîò, ïðàêòè÷åñêè âïåðâûå ÿ ïðèìåíèë êâàíòîâî-ìåõàíè-
÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñïåöèôè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. È ó ìåíÿ ïîëó÷èëñÿ, êîíå÷-
íî, î÷åíü ñâîåîáðàçíûé, õîòÿ è ëîãè÷åñêè ÿñíûé ðåçóëüòàò.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñêîðîñòü ïðåâðàùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
êîìïîíåíòàìè – êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé. Êîãäà ïðåâàëè-
ðóåò êëàññè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, îíà ýêñïîíåíöè-
àëüíî óìåíüøàåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé. À êîãäà áîëüøèé âåñ
èìååò êâàíòîâàÿ êîìïîíåíòà, ïîëíàÿ ñêîðîñòü âûõîäèò íà
ïëàòî è ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìîé îò òåìïåðàòóðû. Òàêàÿ âîò
êèíåòèêà.

Ýòà ðàáîòà áûëà îïóáëèêîâàíà â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ åùå
â 1955 ãîäó, áîëüøå 50 ëåò íàçàä, è äî ñèõ ïîð èìååò
îñíîâîïîëàãàþùåå çíà÷åíèå. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî âïîñëåä-
ñòâèè Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Íåâèëë Ìîòò ïðèìåíèë ïîõî-
æóþ ìåòîäèêó (íà 30 ëåò ïîçæå) äëÿ îïèñàíèÿ òóííåëèðîâà-
íèÿ äèñëîêàöèé â òâåðäîì òåëå.

– Êîãî âû ñ÷èòàåòå ñâîèìè ó÷èòåëÿìè ôèçèêè?
– Êîíå÷íî, ýòî Ãåîðãèé Âÿ÷åñëàâîâè÷ Êóðäþìîâ. È Þðèé

Âàñèëüåâè÷ Øàðâèí, êîòîðûé îáó÷àë ìåíÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîìó ìàñòåðñòâó. Îí ìåíÿ äðþ÷èë êàê ñàïîæíîãî ïîäìàñòå-
ðüÿ, òîëüêî ÷òî íå áèë ïî ðóêàì. À åùå – Àëåêñàíäð
Èîñèôîâè÷ Øàëüíèêîâ. Â îáùåì, ÿ ïðîõîäèë ÷åðåç øêîëó
Èíñòèòóòà ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì ïîä ðóêîâîäñòâîì Ï.Ë.Êà-
ïèöû. Íî, ïîæàëóé, ìîèìè íåïîñðåäñòâåííûìè ó÷èòåëÿìè
áûëè Þ.Â.Øàðâèí è À.È.Øàëüíèêîâ.

– Êàêèå îáëàñòè íàóêè, êðîìå ôèçèêè, âàì áûëè íåáåç-
ðàçëè÷íû, îñòàâèëè ñëåä â âàøåé äóøå?

– Ìíå íå áåçðàçëè÷íû ñîâðåìåííàÿ ìîëåêóëÿðíàÿ áèîëî-
ãèÿ, ìèêðîáèîëîãèÿ è ãåííàÿ èíæåíåðèÿ. Ñ÷èòàþ èõ âûäàþ-
ùèìèñÿ äîñòèæåíèÿìè ÷åëîâå÷åñêîãî óìà. ßñíî, ÷òî ýòèì
îáëàñòÿì íàóêè ïðèíàäëåæèò áîëüøîå ìåñòî â áóäóùåì.

– À êàêèìè íàó÷íûìè ïðîáëåìàìè âû çàíèìàåòåñü
ñåãîäíÿ? Â ÷åì, êàê âàì êàæåòñÿ, íå õâàòèëî âðåìåíè
ðàçîáðàòüñÿ äî êîíöà?

Ê ñîæàëåíèþ, ÷åëîâå÷åñêàÿ æèçíü è îñîáåííî æèçíü
ôèçè÷åñêîé íàóêè ïðîõîäÿò ÷åðåç íåñêîëüêî ôàç. Ñíà÷àëà ÿ
çàíèìàëñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé äåÿòåëüíîñòüþ â îáëàñòè
ôèçèêè òâåðäîãî òåëà, áëàãî ýòà îáëàñòü ïîçâîëÿåò îñóùåñòâ-
ëÿòü èíäèâèäóàëüíûé ýêñïåðèìåíò: íàäî ñàìîìó ñîçäàòü

Èíòåðâüþ
ñ Þðèåì

Àíäðååâè÷åì
Îñèïüÿíîì



óñòàíîâêó èëè ïðèáîð, ñàìîìó ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû è ñàìîìó èõ àíàëèçèðîâàòü. Ñåãîäíÿ æå ìåíÿ
áîëüøå âñåãî çàíèìàåò ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ôóëëåðåíîâ. Ýòî ðàçäåë ñîâðåìåííîé íàíîíàóêè, íàíîôèçè-
êè. Ñ òàê íàçûâàåìûìè íàíîòðóáêàìè, òàêèìè âîò òðàâîîá-
ðàçíûìè îáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå íàó÷èëèñü âûðàùèâàòü,
ñâÿçàí îäèí âîëíóþùèé ìåíÿ âîïðîñ. Îêàçûâàåòñÿ, èçíà-
÷àëüíî ýòè òðóáêè ïðîâîäÿùèå, íî èõ ïðîâîäèìîñòü ëèáî
ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ, ëèáî ìåòàëëè÷åñêàÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
çîííàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ îáðàçîâàíèé çàâèñèò îò èõ êèðàëü-
íîñòè – ñâîåãî ðîäà íåðàâíîïðàâíîñòè ëåâîé è ïðàâîé
ñòðóêòóð. Òàê âîò, â çàâèñèìîñòè îò êèðàëüíîñòè íàíîòðóáêè
ìîãóò áûòü èçíà÷àëüíî ëèáî ïîëóïðîâîäíèêîâûìè, ëèáî
ìåòàëëè÷åñêèìè. Ìîæåò áûòü, ÿ â ýòîì åùå íåäîñòàòî÷íî
ðàçîáðàëñÿ, íî ó ìåíÿ åñòü êàêîå-òî ñîìíåíèå â çàìêíóòîñòè,
â ëîãèêå ñóùåñòâóþùåãî îáúÿñíåíèÿ. Ìíîãèå òåîðåòèêè
ñ÷èòàþò, ÷òî ýòî î÷åâèäíûé ôàêò. Òàê âîîáùå ÷àñòî áûâàåò
ñ òåîðåòèêîì – ñíà÷àëà îí íå ïîíÿë, à ïîòîì çàïîìíèë êàêîå-
òî ïîñòðîåíèå íàñòîëüêî, ÷òî ñ÷èòàåò åãî î÷åâèäíûì è âñåì
èçâåñòíûì. Íî ìíå êàæåòñÿ, ÷òî íå äî êîíöà âñå-òàêè
ïîíÿòíî, ïî÷åìó è êàê ýëåêòðîííûå ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà
äîëæíû çàâèñåòü îò êèðàëüíîñòè, êàê ðàññ÷èòàòü è íàïèñàòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

– Þðèé Àíäðååâè÷, âû â ìîëîäûå ãîäû ïî ñóòè äåëà ñ
íóëÿ ñîçäàëè è çàòåì âîçãëàâèëè Èíñòèòóò ôèçèêè òâåð-
äîãî òåëà – îäèí èç âåäóùèõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíñòèòó-
òîâ ñèñòåìû ÐÀÍ. Êàê âàì äàëîñü ðåøåíèå ïðèíÿòü ýòî
ïðåäëîæåíèå ðóêîâîäñòâà ÐÀÍ?

– Êîíå÷íî, áðàòüñÿ çà òàêîå äåëî áûëî ñòðàøíî. Íî ÿ,
êîãäà áðàëñÿ, åùå íå ÷óâñòâîâàë ìàñøòàáû, íå îùóùàë
ãëóáèíó òîé ÿìû, â êîòîðóþ ñîáèðàþñü ïðûãíóòü. ß ýòî
ñäåëàë ïîä âëèÿíèåì Ã.Â.Êóðäþìîâà è Ë.À.Àðöèìîâè÷à. È
åùå  ÿ ïîääàëñÿ íà ëåñòü – óñëûøàòü îò òàêèõ ëþäåé âûñîêóþ
îöåíêó ìîèõ îðãàíèçàöèîííûõ êà÷åñòâ è ïîäòâåðäèòü ýòî. Â
òî âðåìÿ ïåðâàÿ ôàçà ìîåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè áûëî
çàâåðøåíà. ß çàêîí÷èë ñâîþ íàó÷íóþ ðàáîòó, çàùèòèë
êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ è õîòåë ðàçâåðíóòüñÿ â ñòîðîíó
áîëåå îáùåôèçè÷åñêóþ, ÷åì ìíå ñóëèëà ðàáîòà â òîé îáëàñ-
òè, ÷åì çàíèìàëñÿ Êóðäþìîâ.

– ×òî âàì ëè÷íî äàâàëî ðóêîâîäñòâî îãðîìíûì êîëëåê-
òèâîì ëþäåé ðàçíûõ ïðîôåññèé? Íå ïîñåùàëè ëè âàñ
ðàçî÷àðîâàíèÿ íà ýòîé æèçíåííîé íèâå?

– Êîíå÷íî, ïîñåùàëè. Ñíà÷àëà ó ìåíÿ áûëè ÷åñòîëþáèâûå
óñòðåìëåíèÿ, ÷òî ÿ òåïåðü ðóêîâîäèòåëü áîëüøîãî êîëëåêòè-
âà, ÷òî ÿ ñåé÷àñ âñåõ ðàñïðåäåëþ è áóäó âñåìè ðóêîâîäèòü.
Íî è ñêàçàòü, ÷òî âñå ìîè ñâåðñòíèêè áûñòðåíüêî âûëåçëè èç-
ïîä ìîåé îïåêè è òîæå ñòàëè çàíèìàòüñÿ ñâîèìè äåëàìè. À
ÿ îñòàëñÿ â ðîëè ãåíåðàëà áåç àðìèè ïåðåä íåîáõîäèìîñòüþ
ðåøàòü ìíîãèå òîëüêî îðãàíèçàöèîííûå âîïðîñû. ß ïîíÿë,
÷òî íàóêó â ñâîåé îáëàñòè ìîæíî äåëàòü òîëüêî ñâîèìè
ðóêàìè, êîãäà âîçìîæåí íîðìàëüíûé ýêñïåðèìåíò.

– À ÷òî ïîìèìî çàíÿòèé íàóêîé äîñòàâëÿåò âàì òàêóþ
æå, à ìîæåò áûòü åùå áîëüøóþ, ðàäîñòü?

– ×åì ÿ ñòàíîâëþñü ñòàðøå, òåì áîëüøå óòâåðæäàþñü â
ìûñëè, ÷òî çàíÿòèÿ òîëüêî íàóêîé íå åñòü ñàìîå ãëàâíîå â
æèçíè. Çàíÿòèÿ èñêóññòâîì òîæå î÷åíü âàæíû è ìîãóò äàòü
òàêèå æå îçàðåíèÿ, êàê íàóêà. Ôàêòè÷åñêè ýòî äâå îáëàñòè
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè – òî÷íîå ñîçíàòåëüíîå è èíòóè-
òèâíîå îáðàçíîå – ñóùåñòâóþò ïàðàëëåëüíî. Ñåé÷àñ ÿ âñå
áîëüøå íàõîæóñü â ïëåíó êàêèõ-òî îáðàçíûõ âîñïðèÿòèé, è
ìíå êàæåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå âåùè íå íóæíî ñòðîãî ôîðìóëè-
ðîâàòü, à íóæíî èõ ïîêàçàòü â îïðåäåëåííîì ïðåëîìëåíèè
÷åðåç îáðàçû. È òîãäà äî ñîçíàíèÿ ëþäåé ýòî ñìîæåò äîéòè
ãîðàçäî ïðîùå.

– Âû ïîëüçóåòåñü ìèðîâûì ïðèçíàíèåì â îáëàñòè ôèçè-
÷åñêîãî ìàòåðèàëîâåäåíèÿ (âïðî÷åì, è íå òîëüêî). Êàêèå

âû ïðåäâèäèòå îòêðûòèÿ â ýòîé îáëàñòè ôèçèêè è âîîáùå
â íàóêå? Íå îòîéäåò ëè åñòåñòâåííàÿ íàóêà íà âòîðîé ïëàí
ïî ñðàâíåíèþ ñ ãóìàíèòàðíûìè íàóêàìè èëè ÷åì-òî èíûì?

– ×òî êàñàåòñÿ îáùèõ, ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé íàóêè,
òî ìíå êàæåòñÿ, ÷òî î÷åíü ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ ëþäåé
ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ, ïåðåäà÷è è ïðåîáðàçîâàíèÿ
èíôîðìàöèè. Ýòî î÷åíü âàæíàÿ âåùü, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò
áîëüøîå ìåñòî â áóäóùåé äåÿòåëüíîñòè ëþäåé.

ß äóìàþ, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ íàóêà íèêîãäà íå îòîéäåò íà
âòîðîé ïëàí, ïîòîìó ÷òî ëþäè ïî-ïðåæíåìó áóäóò ðàáîòàòü
îáîèìè ïîëóøàðèÿìè. Èíòóèòèâíàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ îçàðÿ-
åò èñêóññòâî è ãóìàíèòàðíûå íàóêè, áóäåò ðàçâèâàòüñÿ, íî
òî÷íîå çíàíèå è ïîíèìàíèå äåéñòâèòåëüíîñòè áóäåò ïðîäîë-
æàòüñÿ è ðàñøèðÿòüñÿ.

– Þðèé Àíäðååâè÷, óæå áîëåå 20 ëåò âû âîçãëàâëÿåòå
æóðíàë «Êâàíò». Êàêèå íàäåæäû ñ íèì ñâÿçûâàåòå?

– Êàê ðàíüøå, òàê è ñåé÷àñ ÿ ïðîäîëæàþ ñâÿçûâàòü ñ ýòèì
æóðíàëîì íàäåæäó, ÷òî ñðåäè åãî þíûõ ÷èòàòåëåé ïîÿâÿòñÿ
âûñîêî òàëàíòëèâûå ëþäè, êîòîðûå ïðîôåññèîíàëüíî çàé-
ìóòñÿ ôèçèêîé è ñìîãóò ïîéòè äàëüøå íàñ, äàëüøå ìîåãî
ïîêîëåíèÿ è ìåíÿ ëè÷íî.

– Íàêîíåö, ÷òî áû âû õîòåëè ïîæåëàòü ÷èòàòåëÿì
íàøåãî æóðíàëà?

– Ïðåæäå âñåãî, ÿ õî÷ó ïîæåëàòü ÷èòàòåëÿì íàõîäèòü â
ìàòåðèàëàõ æóðíàëà ãëóáîêèå è îñíîâàòåëüíûå çàêîíîìåð-
íîñòè ôèçè÷åñêîé íàóêè. Ôàêòè÷åñêè, ÿ æåëàþ ìîëîäûì
ëþäÿì êàê ìîæíî áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ íàøåé íàóêè
ôèçèêè. Ìû æèâåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, è ÿ íàäåþñü,
÷òî ýòî ïðîèçîéäåò.
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Ïàðàäîêñû òðàíçèñòîðà
Þ.ÍÎÑÎÂ

Ï
ÐÎØËÛÉ ÃÎÄ ÁÛË ÎÁÚßÂËÅÍ ÃÎÄÎÌ ÔÈÇÈ-
êè.  Ñòî ëåò  òîìó  íàçàä  â  íåìåöêîì  æóðíàëå
«Annalen der Physik» ïîÿâèëèñü òðè ñòàòüè

26-ëåòíåãî Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà – î òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè, êâàíòîâîé òåîðèè ôîòîýôôåêòà è òåîðèè áðîó-
íîâñêîãî äâèæåíèÿ, – êîòîðûå îáîçíà÷èëè ïîâîðîò â
ðàçâèòèè ôèçèêè è îáåññìåðòèëè èìÿ èõ àâòîðà. Òåïå-
ðåøíèõ èñòîðèêîâ è æóðíàëèñòîâ â òåõ ïóáëèêàöèÿõ
áîëåå âñåãî ïîðàæàåò èõ íåîæèäàííîñòü, ñìåëûé ðàç-
ðûâ ñ ãîñïîäñòâîâàâøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è òðàäèöè-
ÿìè, ïàðàäîêñàëüíîñòü. Îðèãèíàëüíîñòü ñîáñòâåííî
íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â äàëüíåéøåì äîïîëíèëàñü åùå è
îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì àôîðèçìîâ, àíåêäîòîâ, ïàðà-
äîêñîâ, êîòîðûå âåëèêèé ôèçèê «íàäèêòîâàë» çà 76 ëåò
æèçíè. Ñ åãî ëåãêîé ðóêè ïàðàäîêñàëüíîñòü ñòàëà
«ôèðìåííûì çíàêîì» ôèçèêîâ-òåîðåòèêîâ: òàêîâûìè
äîëæíû áûëè îòíûíå ñòàòü èõ ãèïîòåçû è òåîðèè,
ïîâåäåíèå è âûñêàçûâàíèÿ.

Â íåêîòîðîì ðîäå, çà ýòèì óãàäûâàëàñü ïàðàäîêñàëü-
íîñòü ñàìîé æèçíè, íå âñåãäà íàìè çàìå÷àåìàÿ. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî è â òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, êàçàëîñü áû
ñòðîãî äåòåðìèíèðîâàííîé è ïðåäñêàçóåìîé, íåîæè-
äàííîñòåé, ñëó÷àéíîñòåé, ïàðàäîêñîâ íè÷óòü íå ìåíü-
øå, ÷åì ïðè ðàñøèôðîâêå òàèíñòâ Ïðèðîäû. Ïàðàäîê-
ñàëüíî âåäåò ñåáÿ íå òîëüêî «òåõíèêà», íî è «òåõíèêè»,
ñëîâíî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêàÿ ìèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæ-
äó ñîçäàòåëåì è åãî ñîçäàíèåì – îíè ïðèòÿãèâàþòñÿ è
îòòàëêèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî, âåëèêîëåïíûå íàõîäêè
è ãîðüêèå ïîòåðè èäóò áîê î áîê.

ßð÷àéøàÿ èëëþñòðàöèÿ ê ñêàçàííîìó – èñòîðèÿ
ñîçäàíèÿ òðàíçèñòîðà. Îäíàêî íåèçáåæåí âîïðîñ: â
íàøå âðåìÿ, êîãäà ÷åëîâå÷åñòâî îâëàäåâàåò íàíîýëåê-
òðîíèêîé è êîìïüþòåðíûìè òåõíîëîãèÿìè, ìîæíî ëè
îòûñêàòü õîòü ÷òî-òî ïîëåçíîå â òîé äàâíåé èñòîðèè?
Äàæå 80-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà ïîïóëÿðèçàòîðû íàçû-
âàþò «êîìïüþòåðíûì ñðåäíåâåêîâüåì», òàê ñòîèò ëè
êîïàòü åùå ãëóáæå? Àâòîðèòåòíûå èñòîðèêè óáåæäà-
þò, ÷òî «èñòîðèÿ íè÷åìó íå ó÷èò…»; îäíàêî ýòî ëèøü
ïîëîâèíà öèòàòû, äàëåå ñëåäóåò «...à òîëüêî íàêàçûâà-
åò çà íåçíàíèå åå óðîêîâ» (Â.Êëþ÷åâñêèé). Èñòîðèÿ
âåëèêèõ îòêðûòèé âñåãäà äàåò ìíîãî áîëüøå, ÷åì ýòî
âèäèòñÿ äàæå ñàìîìó ïðîíèöàòåëüíîìó âçãëÿäó.

Òðàíçèñòîð – äåòèùå ïîëóïðîâîäíèêîâ, è õîòÿ «ïî-
ëóïðîâîäíèêîâàÿ ñàãà» íà÷àëàñü åùå â 1833 ãîäó
(Ì.Ôàðàäåé), â òå÷åíèå öåëîãî ñòîëåòèÿ îáíàðóæèâà-
åìûå â ýòîé ñôåðå ÿâëåíèÿ îñòàâàëèñü íåïðåäñêàçóå-
ìûìè, íåâîñïðîèçâîäèìûìè è íåîáúÿñíèìûìè. Ëèøü
ïîñëå ðàçðàáîòêè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëóïðîâîäíèêîâ
(À.Âèëüñîí, 1931 ã.) íà÷àëîñü èõ ïîäëèííî íàó÷íîå
èññëåäîâàíèå: îáíàðóæèëè, ÷òî ïåðåíîñ÷èêàìè ýëåêò-
ðè÷åñòâà â íèõ ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ýëåêòðîíû, íî è

ïîäîáíûå èì ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå «äûðêè»;
óñòàíîâèëè, ÷òî íåçíà÷èòåëüíûå çàãðÿçíåíèÿ êàðäè-
íàëüíî èçìåíÿþò ñâîéñòâà ïîëóïðîâîäíèêîâ; íàó÷è-
ëèñü âûïëàâëÿòü äîñòàòî÷íî ñîâåðøåííûå è ÷èñòûå
ïîëóïðîâîäíèêîâûå êðèñòàëëû. Çàäîëãî äî ýòîãî ýì-
ïèðè÷åñêè îáíàðóæèëè, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîëóïðîâîäíè-
êîâ ìîæíî âûïðÿìëÿòü ïåðåìåííûé òîê (Ê.Áðàóí,
1874 ã.), è ñ íà÷àëà XX âåêà ñòàëè èçãîòàâëèâàòü
äèîäû, ïðèãîäíûå äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ðàäèîñèãíàëîâ.

Ýòè äåòåêòîðû, ñîñòîÿâøèå èç êðîõîòíîãî êðèñòàë-
ëèêà è ïðèæàòîé ê íåìó ïðóæèíÿùåé èãîëî÷êè (ðèñ.1),
áûëè íåìíîãî ïðî-
ùå è ìåíüøå âàêó-
óìíûõ äèîäîâ, ê
òîìó æå íà âûñîêèõ
÷àñòîòàõ ýôôåêòèâ-
íåå èõ. Åñòåñòâåííî
âîçíèê âîïðîñ:
íåëüçÿ ëè è âàêóóì-
íûé òðèîä – îñíîâó
âñåé òîãäàøíåé ðà-
äèîýëåêòðîíèêè – çàìåíèòü ïîëóïðîâîäíèêîì? Ýòî
áûë áû ïåðåâîðîò, òåì áîëåå ÷òî èìåëàñü è ïîäñêàçêà.

Åùå â 1922 ãîäó â Íèæåãîðîäñêîé ðàäèîëàáîðàòîðèè
Î.Â.Ëîñåâ, ýêñïåðèìåíòèðóÿ ñ äåòåêòîðàìè, îáíàðó-
æèë, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ êðèñòàëëà èãîëü÷àòûé
êîíòàêò ïðîÿâëÿë íå òîëüêî äåòåêòèðóþùåå, íî è
óñèëèâàþùåå âîçäåéñòâèå íà ðàäèîñèãíàë. Íà âàêóóì-
íûé òðèîä ýòî íå áûëî ïîõîæå, íî âñå-òàêè íà îñíîâå
îòêðûòîãî ýôôåêòà áûë ðàçðàáîòàí ïåðâûé ïîëíîñòüþ
ïîëóïðîâîäíèêîâûé ðàäèîïðèåìíèê – çà ãðàíèöåé åãî
íàçâàëè «êðèñòàäèíîì Ëîñåâà». Ëåò ïÿòü ñëàâà êðèñ-
òàäèíà è åãî ñîçäàòåëÿ ãðåìåëà ïî ìèðó, íî ïîñòåïåííî
ñîøëà íà íåò, òàê êàê èãîëü÷àòàÿ êîíñòðóêöèÿ îêàçà-
ëàñü íåýôôåêòèâíîé è íåñòàáèëüíîé, à ýëåêòðîííûå
ëàìïû î÷åíü áûñòðî ïðîãðåññèðîâàëè. (Äëÿ íàøèõ
þíûõ ÷èòàòåëåé çàìåòèì, ÷òî Îëåãó Ëîñåâó íå áûëî
òîãäà è 19 ëåò. Îêîí÷èâ øêîëó â Òâåðè, îí îäèí, áåç
ðîäèòåëåé ïåðåáðàëñÿ â Íèæíèé Íîâãîðîä. Íà ðàáîòó
åãî âçÿëè ïîñûëüíûì áåç ïðåäîñòàâëåíèÿ îáùåæèòèÿ,
òàê ÷òî æèë îí â çäàíèè ëàáîðàòîðèè íà ëåñòíè÷íîé
ïëîùàäêå ïåðåä ÷åðäàêîì è, êîíå÷íî, âïðîãîëîäü.)

È âîò – ïåðâûé ïàðàäîêñ â íàøåì ïîâåñòâîâàíèè. Â
ñòðåìëåíèè îòûñêàòü óñèëèâàþùèå òî÷êè íà ïîâåðõíî-
ñòè êðèñòàëëèêà Ëîñåâ èñõîäèë èç íåâåðíîãî ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ñ íåîìè÷åñêîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé (êàê ó äåòåêòîðà) äîëæåí îáÿçàòåëüíî óñèëè-
âàòü ðàäèîñèãíàëû. Ëþáîé ìàëî-ìàëüñêè ãðàìîòíûé
ñïåöèàëèñò íå ñòàë áû îæèäàòü óñèëåíèÿ îò äåòåêòîðà,
íî Ëîñåâ òîãäà åùå íå áûë ñïåöèàëèñòîì, îí èññòóïëåí-
íî ïîâåë ñâîé ïîèñê è… íàøåë èñêîìîå – ïðåêðàñíîå
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ïîäòâåðæäåíèå ýéíøòåéíîâñêîãî àôîðèçìà î òîì, ÷òî
«âñå ñ äåòñòâà çíàþò, ÷òî òî-òî è òî-òî íåâîçìîæíî, íî
âñåãäà íàõîäèòñÿ íåâåæäà, êîòîðûé ýòîãî íå çíàåò, îí-
òî è äåëàåò îòêðûòèå». Ëèøü ÷åðåç 30 ëåò ñóìåëè
ïîíÿòü, ÷òî èìåííî îòêðûë Ëîñåâ: îêàçàëîñü, ÷òî
ñëó÷àéíûì îáðàçîì â íåêîòîðûõ çîíàõ êðèñòàëëîâ
îáðàçóåòñÿ ïîäîáèå òðàíçèñòîðíûõ ñòðóêòóð, è, ñêîëü-
çÿ èãëîé ïî ïîâåðõíîñòè, îí íàòûêàëñÿ íà ýòè çîíû.
Çàãðàíèöà íå çíàëà, ÷òî íåäàâíèé øêîëüíèê åùå íå
î÷åíü ñèëåí â íàóêàõ, è çàñûïàëà ëàáîðàòîðèþ ïèñüìà-
ìè ñ îáðàùåíèåì «Ãåðð ïðîôåññîð» – ïîáåäèòåëåé íå
ñóäÿò. Çàìåòèì, ê òîìó æå, ÷òî óæå î÷åíü ñêîðî Ëîñåâ
ïðåâðàòèëñÿ â áëåñòÿùåãî ôèçèêà-ýêñïåðèìåíòàòîðà è
ïîâòîðíî çàñòàâèë ìèð ãîâîðèòü î ñåáå, îòêðûâ ñâå÷å-
íèå ïîëóïðîâîäíèêîâ, êîòîðîå ïîçæå ñòàëî îñíîâîé
äëÿ ñîçäàíèÿ ñâåòîäèîäîâ.

Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê òðàíçèñòîðó. Â êîíöå 1930-õ
ãîäîâ ïîíèìàíèå ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ ïîçâîëÿëî
óæå âïîëíå îñîçíàííî ïîäîéòè ê ñîçäàíèþ óñèëèòåëÿ
– äëÿ ýòîãî, êàê ãîâîðèòñÿ, ñôîðìèðîâàëèñü íåîáõî-
äèìûå îáúåêòèâíûå óñëîâèÿ. Íàøåëñÿ è ïîäõîäÿùèé
÷åëîâåê – àìåðèêàíåö Ó.Øîêëè. Îêîí÷èâ äîêòîðàí-
òóðó â Ìàññà÷óñåòññêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå,
òîãäàøíåé «ìåêêå» ýëåêòðîíùèêîâ, îí ïîñòóïèë íà
ôèðìó «Áåëë-Òåëåôîí». Áëåñòÿùåå çíàíèå êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè è ôèçèêè òâåðäîãî òåëà, ïîíèìàíèå
çàäà÷, ñòîÿùèõ ïåðåä ôèðìîé (âåäóùåé â îáëàñòè
òåëåãðàôíî-òåëåôîííîé àïïàðàòóðû è ñðåäñòâ ñâÿçè
âîîáùå), äîïîëíÿëèñü ó Øîêëè èñêëþ÷èòåëüíûì ÷å-
ñòîëþáèåì è àìáèöèîçíîñòüþ, áåç ÷åãî íàñòîÿùåãî
óñïåõà íå äîñòè÷ü. È â 1938 ãîäó â ðàáî÷åì æóðíàëå
26-ëåòíåãî Øîêëè ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâûé «íàáðîñîê» ïî-
ëóïðîâîäíèêîâîãî òðèîäà (ðèñ.2). Èäåÿ áûëà ïðîñòà:

ñäåëàòü óñòðîéñòâî, ìàêñèìàëüíî ïîõîæåå íà ýëåêò-
ðîííóþ ëàìïó, ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî ýëåêòðîíû
â íåì áóäóò ïðîòåêàòü ïî òîíêîìó íèòåâèäíîìó ïîëó-
ïðîâîäíèêó, à íå ïðîëåòàòü â âàêóóìå ìåæäó êàòîäîì
è àíîäîì. Äëÿ óïðàâëåíèÿ òîêîì ïîëóïðîâîäíèêà
ïðåäïîëàãàëîñü ââåñòè äîïîëíèòåëüíûé ýëåêòðîä (àíà-
ëîã ñåòêè) – ïðèêëàäûâàÿ ê íåìó íàïðÿæåíèå ðàçíîé
ïîëÿðíîñòè, ìîæíî áóäåò ëèáî óìåíüøàòü, ëèáî óâå-
ëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ â íèòè, òåì ñàìûì
èçìåíÿòü åå ñîïðîòèâëåíèå è ïðîòåêàþùèé ïî íåé
òîê. Âñå êàê â ðàäèîëàìïå, íî áåç âàêóóìà, áåç ãðî-
ìîçäêîãî ñòåêëÿííîãî áàëëîíà, áåç ïîäîãðåâà êàòîäà,
ýìèòòèðóþùåãî ýëåêòðîíû. Âûòåñíåíèå ýëåêòðîíîâ
èç íèòè (èëè èõ ïðèòîê) äîëæíî áûëî ïðîèñõîäèòü
ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ìåæ-
äó óïðàâëÿþùèì ýëåêòðîäîì è íèòüþ, ò.å. áëàãîäàðÿ
ïîëåâîìó ýôôåêòó. Äëÿ ýòîãî íèòü äîëæíà áûëà áûòü
èìåííî ïîëóïðîâîäíèêîâîé: â ìåòàëëå ýëåêòðîíîâ òàê
ìíîãî, ÷òî íèêàêèìè ïîëÿìè èõ íå âûòåñíèòü, à â
èçîëÿòîðå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ïðàêòè÷åñêè íåò,
òàê ÷òî è âûòåñíÿòü íå÷åãî.

Èäåÿ íà÷àëà ïîäêðåïëÿòüñÿ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòà-
ìè è ïîäãîòàâëèâàòüñÿ ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå,
íî… ãðÿíóëà âòîðàÿ ìèðîâàÿ âîéíà. Øîêëè áûë îòêî-
ìàíäèðîâàí â ðàñïîðÿæåíèå Ìèíèñòåðñòâà îáîðîíû,
ãäå ïðîðàáîòàë äî êîíöà âîéíû, çàíèìàÿñü ïðîáëåìà-
ìè, äàëåêèìè îò ïîëóïðîâîäíèêîâ. Ïîõîæå ñëîæèëèñü
ñóäüáû è áîëüøèíñòâà äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé ïîëó-
ïðîâîäíèêîâ. Ýòà ñôåðà ïîêà åùå íå ñóëèëà êîíêðåò-
íûõ äîñòèæåíèé, ïîëåçíûõ âîåííûì. Êðîìå äåòåêòî-
ðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðàäèîòåõíèêå, – îíè îêàçàëèñü
áóêâàëüíî â öåíòðå ãðîçíûõ âîåííûõ ñîáûòèé, âïåðâûå
â èñòîðèè ýëåêòðîíèêè ïîêàçàâ, íàñêîëüêî òåñíî ïåðå-
ïëåòàåòñÿ îáùàÿ èñòîðèÿ ñ èñòîðèåé òåõíèêè.

Ëåòîì 1940 ãîäà ïîñëå îêêóïàöèè ãèòëåðîâöàìè
Çàïàäíîé Åâðîïû Àíãëèÿ îêàçàëàñü îäèí íà îäèí
ïðîòèâ àðìàäû íàöèñòñêèõ áîìáàðäèðîâùèêîâ, íà÷àâ-
øèõ ïëàíîìåðíîå ðàçðóøåíèå åå îáîðîíû è ïîäãîòîâêó
ìîðñêîãî äåñàíòà. Îò êðàõà Àíãëèþ ñïàñëè ÷óäî,
ðåøèòåëüíîñòü íîâîãî ïðåìüåðà Ó.×åð÷èëëÿ è… ðàäà-
ðû (òàê íà çàïàäå íàçûâàëè ðàäèîëîêàòîðû). Ïîÿâèâ-
øèåñÿ åùå â ïðåäâîåííûå ãîäû ïî÷òè îäíîâðåìåííî â
ÑÑÑÐ, Àíãëèè è ÑØÀ, ðàäàðû ïîçâîëÿëè áûñòðî è
òî÷íî îáíàðóæèâàòü âðàæåñêèå ñàìîëåòû è ñâîåâðå-
ìåííî îðãàíèçîâûâàòü ïðîòèâîäåéñòâèå. Â íåáå íàä Ëà-
Ìàíøåì ðàçâåðíóëàñü ãðàíäèîçíàÿ «áèòâà çà Áðèòà-
íèþ», äîñòèãøàÿ ñâîåãî àïîãåÿ 15 ñåíòÿáðÿ 1940 ãîäà
(èìåííî ýòà äàòà âûáèòà íà ìåìîðèàëüíîì êàìíå â
Âåñòìèíñòåðñêîì àááàòñòâå – êàê âàæíåéøàÿ âî âñåé
áèîãðàôèè Ó.×åð÷èëëÿ), ïîñëå ÷åãî ãèòëåðîâöû, ïîòå-
ðÿâ áîëåå 1000 ñàìîëåòîâ, îòêàçàëèñü îò èäåè âòîðæå-
íèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî ëåò ñïóñòÿ îäíà èç êíèã,
ïîñâÿùåííûõ òîìó âðåìåíè, âûøëà ïîä âåñüìà âûðà-
çèòåëüíûì íàçâàíèåì: «Êàê ãîðñòêà ïèîíåðîâ ðàäèî-
ëîêàöèè âûèãðàëà âòîðóþ ìèðîâóþ âîéíó!»

Èòàê, Àíãëèè íóæíû áûëè ðàäàðû, ðàäàðàì – êðè-
ñòàëëè÷åñêèå äåòåêòîðû, äåòåêòîðàì – ñîâåðøåííûå
ãåðìàíèé è êðåìíèé. Âîéíà ïðîäâèíóëà ýòó ïðîáëåìó
íåîáû÷àéíî áûñòðî, è âñêîðå ãåðìàíèé â çíà÷èòåëüíûõ
êîëè÷åñòâàõ ïîÿâèëñÿ íà çàâîäàõ è â èññëåäîâàòåëüñ-
êèõ ëàáîðàòîðèÿõ – òðàìïëèí äëÿ ïðûæêà ê òðàíçèñ-
òîðó áûë ãîòîâ. Ñ êðåìíèåì, èç-çà âûñîêîé òåìïåðàòó-
ðû åãî îáðàáîòêè, ïîíà÷àëó äåëî øëî íå òàê ãëàäêî, íî
÷åðåç íåñêîëüêî ëåò òîæå óñïåøíî ðàçðåøèëîñü.

Òà âîéíà ïîçíàêîìèëà íàñ ñ èíòåðåñíûì ïàðàäîêñîì.
Ãèáåëü îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ëþäåé (â òîì ÷èñëå
ó÷åíûõ è èíæåíåðîâ), óíè÷òîæåíèå â íåâèäàííûõ
ìàñøòàáàõ ïðîìûøëåííîãî è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà, çàêðûòèå ìíîãèõ ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâà-
òåëüñêèõ ïðîãðàìì è ëàáîðàòîðèé, îòðûâ òàëàíòëèâîé
ìîëîäåæè îò âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ, îáùàÿ ðàçðóõà –
âñå ýòî, êàçàëîñü áû, äîëæíî áûëî îòáðîñèòü ïðåäâî-
åííûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ íà ïðåäñòàðòîâûå ïîçè-
öèè. Ïîëó÷èëîñü èíà÷å. Âòîðàÿ ìèðîâàÿ ñòàëà ôàêòè-
÷åñêè ïåðâîé âîéíîé, â êîòîðîé íàóêà è òåõíèêà ïî
ñâîåé çíà÷èìîñòè äëÿ ïîáåäû âûñòóïèëè íà ðàâíûõ ñ
êîíêðåòíûìè îðóæåéíûìè òåõíîëîãèÿìè, à èíîãäà è
âïåðåäè íèõ. Ïðè ýòîì ìíîãèå âîåííûå çàäåëû íå
óñïåëè ñðàáîòàòü «â ðåàëüíîì âðåìåíè», íî çðÿ íå
ïðîïàëè – ôàêòè÷åñêè òàêîâû àòîìíûé è ðàêåòíûé
ïðîåêòû. Òàêîâ, êàê òåïåðü íàì î÷åâèäíî, è òðàíçèñ-
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òîðíûé ïðîåêò, ïðåäïîñûëêè êîòîðîãî áûëè â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè çàëîæåíû ðàçâèòèåì ðàäèîëîêàöèè âî
âðåìÿ âîéíû.

Èìåííî â ïîñëåâîåííûå ãîäû ôèðìà «Áåëë» íà÷àëà
ôîðìèðîâàòü ïðîãðàììó ãëîáàëüíîé ñâÿçè, ò.å. áûñò-
ðîé è íàäåæíîé ñâÿçè êàæäîãî ñ êàæäûì â ïëàíåòàðíîì
ìàñøòàáå. Åå ðåàëèçàöèÿ îòìåòèëàñü òàêèìè âûäàþ-
ùèìèñÿ äîñòèæåíèÿìè, êàê ñïóòíèêîâàÿ è îïòîâîëî-
êîííàÿ ñâÿçü, ìèðîâîå òåëåâèäåíèå, öèôðîâèçàöèÿ,
Èíòåðíåò, ìîáèëüíûå òåëåôîíû… À ïåðâûì (è ðåøà-
þùèì!) øàãîì íà ýòîì ñëàâíîì ïóòè ñòàëî ñîçäàíèå
òðàíçèñòîðà.

Àïïàðàòóðà ñâÿçè ñîðîêîâûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà
èñïîëüçîâàëà äëÿ óñèëåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîììó-
òàöèè ñèãíàëîâ â àáîíåíòñêèõ öåïÿõ äâà ýëåìåíòà:
ýëåêòðîííóþ ëàìïó è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîå ðåëå. Îíè
áûëè ãðîìîçäêè, ìàëîíàäåæíû, ñðàáàòûâàëè ìåäëåí-
íî è ïîòðåáëÿëè ìíîãî ýíåðãèè. Óñîâåðøåíñòâîâàòü
ýòèõ ìàñòîäîíòîâ áûëî áåññìûñëåííî – íîâîé èäåå
íóæíû è íîâûå ñðåäñòâà ðåàëèçàöèè.

Âñïîìíèëè î ïîëóïðîâîäíèêàõ è ñîçäàëè ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ èññëåäîâàòåëüñêóþ ãðóïïó. Íåáîëüøóþ,
âñåãî èç 6–7 ÷åëîâåê ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé, ñëîâíî
ðóêîâîäñòâóÿñü îäíèì èç àôîðèçìîâ À.Ýéíøòåéíà î
òîì, ÷òî â êîëëåêòèâàõ èçîáðåòàòåëåé «ìîãóò ïîëó÷èòü-
ñÿ ãðóïïû óêðûâàþùèõñÿ îò ðàáîòû áåçäåëüíèêîâ».
Çäåñü áûëè ôèçèê-ýêñïåðèìåíòàòîð, ýëåêòðîòåõíèê,
ôèçõèìèê, ðàäèîòåõíèê, ôèçèê-òåîðåòèê, à âî ãëàâå
«âåëèêîëåïíîé ñåìåðêè» ïîñòàâèëè Ó.Øîêëè. Åñòå-
ñòâåííî, ãðóïïà íà÷àëà ðàçðàáàòûâàòü åãî ïðåäâîåí-
íóþ èäåþ óñèëèòåëÿ ñ ýôôåêòîì ïîëÿ, íî ýëåêòðîíû
âíóòðè ïîëóïðîâîäíèêà óïðÿìî è, êàçàëîñü áû, ïðîòè-
âîåñòåñòâåííî èãíîðèðîâàëè ëþáûå èçìåíåíèÿ ïîòåí-
öèàëà íà óïðàâëÿþùåì ýëåêòðîäå. Îò âûñîêèõ íàïðÿ-
æåíèé è òîêîâ êðèñòàëëû äàæå âçðûâàëèñü, íî íèêàê
íå æåëàëè èçìåíÿòü ñâîå ñîïðîòèâëåíèå.

Çàäóìàâøèñü íàä ýòèì, òåîðåòèê Äæ.Áàðäèí ïðåäïî-
ëîæèë, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýëåêòðîíîâ íà ñàìîì
äåëå íå ãóëÿåò ñâîáîäíî ïî êðèñòàëëó, à çàñòðåâàåò â
êàêèõ-òî «ëîâóøêàõ» ó ñàìîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-
âîäíèêà. Çàðÿä ýòèõ «çàìîðîæåííûõ» ýëåêòðîíîâ ýê-
ðàíèðóåò ïðèêëàäûâàåìîå èçâíå ïîëå, íå ïðîíèêàþ-
ùåå â îáúåì êðèñòàëëà. Òàê â 1947 ãîäó â ôèçèêó
ïîëóïðîâîäíèêîâ âîøëà òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñîñòî-
ÿíèé. Îòìåòèì, ÷òî ðîæäåíèå íîâîé òåîðèè – êàê
ñëåäñòâèÿ íåóäà÷ íà ãëàâíîì íàïðàâëåíèè ïîèñêà –
åñòü ëèøü êàæóùèéñÿ ïàðàäîêñ, òàêîâà èñòîðèÿ è
ìíîãèõ äðóãèõ îòêðûòèé.

Òåïåðü, êîãäà, êàçàëîñü áû, ïîíÿëè ïðè÷èíó íåóäà÷,
íà÷àëè áîëåå îñìûñëåííî ðåàëèçîâûâàòü èäåþ ýôôåê-
òà ïîëÿ – äðóãèõ èäåé íå áûëî. Çàíÿëèñü ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòè ãåðìàíèÿ, íàäåÿñü
óñòðàíèòü «ëîâóøêè» ýëåêòðîíîâ: õèìè÷åñêîå òðàâëå-
íèå, ìåõàíè÷åñêàÿ ïîëèðîâêà, íàíåñåíèå íà ïîâåðõ-
íîñòü ðàçëè÷íûõ ïàññèâàòîðîâ, ïîãðóæåíèå êðèñòàë-
ëà â æèäêîñòè. Êðîìå òîãî, ïîñòàðàëèñü ìàêñèìàëüíî
ëîêàëèçîâàòü çîíó óïðàâëåíèÿ, äëÿ ÷åãî îäèí èç òîêî-
ïîäâîäîâ è óïðàâëÿþùèé ýëåêòðîä èçãîòàâëèâàëèñü
â âèäå áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïîäïðóæèíåííûõ
èãîëî÷åê (ðèñ.3). Âåäóùèé ýêñïåðèìåíòàòîð ãðóïïû

Ó.Áðàòòåéí èìåë çà
ïëå÷àìè ïî÷òè 15-
ëåòíèé îïûò èññëå-
äîâàíèÿ ðàçíîîáðàç-
íûõ ïîëóïðîâîäíè-
êîâ, áûë âåñüìà èñ-
êóñåí è îáëàäàë çà-
ìå÷àòåëüíîé èíòóè-
öèåé. À êðîìå òîãî,
áûëî èçâåñòíî, ÷òî «îí ìîã 25 ÷àñîâ â ñóòêè êðóòèòü
ðó÷êè îñöèëëîãðàôà, ëèøü áû áûëî ñ êåì ïîáîëòàòü».
Åãî ñëóøàòåëåì ÷àùå âñåãî îêàçûâàëñÿ Äæ.Áàðäèí,
îíè ñäðóæèëèñü, «òåîðèÿ» è «ýêñïåðèìåíò» îáúåäè-
íèëèñü. Îäíàêî âðåìÿ øëî, à ñêîëüêî-íèáóäü ñóùå-
ñòâåííîãî ðåçóëüòàòà íå ïîÿâëÿëîñü.

Îäíàæäû Áðàòòåéí, èçäåðãàâøèéñÿ îò íåóäà÷, ñäâè-
íóë èãîëêè ïî÷òè âïëîòíóþ, ìàëî òîãî, ñëó÷àéíî
ïåðåïóòàë ïîëÿðíîñòè ïðèêëàäûâàåìûõ ê íèì ïîòåí-
öèàëîâ è… óâèäåë íà ýêðàíå îñöèëëîãðàôà óñèëåíèå
ñèãíàëà. Òåïåðü íàñòóïèëî âðåìÿ òåîðåòèêà, îí ñðàáî-
òàë ïî÷òè ìãíîâåííî è áåçîøèáî÷íî: ýôôåêòà ïîëÿ êàê
íå áûëî òàê è íåò, à óñèëåíèå âîçíèêàåò ñîâñåì ïî èíîé
ïðè÷èíå. Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ îöåíêàõ â ðàñ÷åò ïðèíè-
ìàëèñü òîëüêî ýëåêòðîíû – îñíîâíûå íîñèòåëè òîêà â
ãåðìàíèåâîì êðèñòàëëå, à «äûðêè», íåîñíîâíûå íîñè-
òåëè, êîòîðûõ áûëî â ìèëëèîí ðàç ìåíüøå, åñòåñòâåííî
èãíîðèðîâàëèñü. À îêàçàëîñü, ÷òî â íèõ-òî è «çàðûòà
ñîáàêà»: ââåäåíèå äûðîê ÷åðåç îäèí ýëåêòðîä (ýòîò
ïðîöåññ íàçâàëè èíæåêöèåé) âûçûâàåò íåèçìåðèìî
áîëüøèé òîê â äðóãîì ýëåêòðîäå – òàê â êðèñòàëëå
ïðîèñõîäèò óñèëåíèå òîêà. È âñå ýòî íà ôîíå íåèçìåí-
íîñòè ñîñòîÿíèÿ îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ýëåêòðîíîâ, êàê
áû è íå ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå. Ñëó÷àéíîñòü ïðèâåëà
ê äîñòèæåíèþ íåèçìåðèìî áîëüøåìó, ÷åì ïëàíîâàÿ
àòàêà, – î÷åðåäíîé ïàðàäîêñ.

×åðåç íåñêîëüêî äíåé ãðóïïà ïðèäóìàëà íîâîìó
ïðèáîðó çâîíêîå èìÿ – òðàíçèñòîð, ïîýòîìó âñÿ ñîâî-
êóïíîñòü ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â íåì è âûçûâàþ-
ùèõ óñèëåíèå ñèãíàëîâ, ñòàëè íàçûâàòü òðàíçèñòîð-
íûì ýôôåêòîì.

Íà ýòîì, îäíàêî, ïàðàäîêñû òðàíçèñòîðà è âîêðóã
íåãî íå çàêîí÷èëèñü. ×åðåç íåäåëþ ïîñëå çàìå÷àòåëü-
íîãî îòêðûòèÿ â ïðåäðîæäåñòâåíñêèé âå÷åð 23 äåêàáðÿ
1947 ãîäà ñîñòîÿëàñü ïðåçåíòàöèÿ òðàíçèñòîðà âûñøå-
ìó ðóêîâîäñòâó ôèðìû. Ïðèçíàíèå óñïåõà áûëî ïîë-
íûì, ïîÿâèëîñü øàìïàíñêîå, ñûðîé çèìíèé ñóìðàê íå
ïîìåøàë âñåîáùåìó ëèêîâàíèþ, ëèøü Øîêëè åäâà
óäàâàëîñü ñêðûâàòü ðàçî÷àðîâàíèå. Äà, îí ðàíüøå
äðóãèõ çàäóìàëñÿ î ïîëóïðîâîäíèêîâîì óñèëèòåëå,
âîçãëàâèë ãðóïïó, ïðîñâåùàë è íàïðàâëÿë ñâîèõ ñî-
òðóäíèêîâ, íî íà ñîàâòîðñòâî â «çâåçäíîì» ïàòåíòå
ïðåòåíäîâàòü íå ìîã.

À â çâåçäíîñòè èçîáðåòåíèÿ íå ñîìíåâàëñÿ íèêòî.
Õàðàêòåðíî, ÷òî è â ýòîì ïîíèìàíèè Øîêëè áûë
äàëüíîâèäíåå äðóãèõ: ïîêà âîêðóã ñóäèëè-ðÿäèëè î
çàìåíå ðàäèîëàìï â ïðèåìíî-óñèëèòåëüíîé ðàäèîàïïà-
ðàòóðå è â òåëåôîíèè, îí óæå ïðåä÷óâñòâîâàë ôàíòà-
ñòè÷åñêèå ïåðñïåêòèâû òðàíçèñòîðà äëÿ îñóùåñòâëå-
íèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â çàðîæäàþùåéñÿ êîìïüþ-
òåðíîé òåõíèêå. Íî ïðÿìîãî âêëàäà â ñäåëàííîå îòêðû-
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òèå îí íå âíåñ è â ïàòåíò íå ïîïàäàë – òàêîâà áåñêîì-
ïðîìèññíàÿ ìîðàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðîòåñòàíòñêîãî ìèðà.
(×òî ñïðàâåäëèâåå, íðàâñòâåííåå, êîððåêòíåå â ïðè-
çíàíèè àâòîðñòâà – àáñîëþòíûé èíäèâèäóàëèçì, îòãî-
ðàæèâàþùèéñÿ îò ðóêîâîäèòåëÿ, ó÷èòåëÿ, âäîõíîâèòå-
ëÿ, èëè ðîññèéñêàÿ îáùèííîñòü, ùåäðàÿ íà îäàðèâàíèå
óñïåõîì ñâîèõ êîëëåã, – îñòàåòñÿ âîïðîñîì.)

Íå ñòàíåì, îäíàêî, ôàíòàçèðîâàòü, ÷òî òâîðèëîñü â
äóøå Øîêëè, íî ïðîÿâèëîñü ýòî â âóëêàíè÷åñêîì

âûïëåñêå åãî òâîð÷åñ-
êîé ýíåðãèè. Ïîçäíåå,
âñïîìèíàÿ òî âðåìÿ,
Øîêëè ãîâîðèë î ñâî-
åé «ñòðàñòíîé íåäå-
ëå», â òå÷åíèå êîòî-
ðîé îí ñîçäàë òåîðèþ
òðàíçèñòîðà ñ ð–n-ïå-
ðåõîäàìè, çàìåíèâøè-
ìè ýêçîòè÷åñêèå èãî-
ëî÷êè, à â ñàìó íîâî-
ãîäíþþ íî÷ü èçîáðåë
ïëîñêîñòíîé òðàíçèñ-
òîð (ðèñ.4). Ýòî óðàâ-

íÿëî åãî â ïðàâàõ íà îòêðûòèå òðàíçèñòîðíîãî ýôôåêòà
ñ èçîáðåòàòåëÿìè òî÷å÷íîãî òðàíçèñòîðà Ó.Áðàòòåéíîì
è Äæ.Áàðäèíîì.

×åðåç ïîëãîäà, 30 èþíÿ 1948 ãîäà â Íüþ-Éîðêñêîé
øòàá-êâàðòèðå ôèðìû «Áåëë» ïðîøëà îòêðûòàÿ ïðå-
çåíòàöèÿ òðàíçèñòîðà. Â òî âðåìÿ óæå íà÷àëàñü «õî-
ëîäíàÿ âîéíà» ìåæäó ÑØÀ è ÑÑÑÐ, ïîýòîìó òåõíè-
÷åñêèå íîâèíêè ïðåæäå âñåãî îöåíèâàëèñü âîåííûìè.
Óäèâèòåëüíî, íî ýêñïåðòû èç Ïåíòàãîíà «ïðèãîâîðè-
ëè» òðàíçèñòîð ê èñïîëüçîâàíèþ ëèøü â ñëóõîâûõ
àïïàðàòàõ äëÿ ñòàðè÷êîâ, õîòÿ óæå ÷åðåç ïàðó ëåò
íîâûé ïðèáîð ñòàë íåçàìåíèìûì ýëåìåíòîì àïïàðà-
òóðû óïðàâëåíèÿ áîåâûìè ðàêåòàìè. Ñåé÷àñ ýòî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûì, íî òîãäà áëèçîðóêîñòü
âîåííûõ ñïàñëà òðàíçèñòîð îò çàñåêðå÷èâàíèÿ. Ïàðà-
äîêñàëüíî è òî, ÷òî ïðåçåíòàöèÿ îñòàëàñü ïî÷òè íåçà-
ìå÷åííîé: ðåïîðòåðû èçíåìîãàëè îò íåñòåðïèìîé
æàðû, à èõ áîññû – îò ïåðâûõ çàìîðîçêîâ «õîëîäíîé
âîéíû». Âñå æå ïàðà àáçàöåâ î òðàíçèñòîðå ïîÿâè-
ëàñü â «Íüþ-Éîðê Òàéìñ» íà 46 ñòðàíèöå â ðàçäåëå
«Íîâîñòè ðàäèî» ïîñëå ïðîñòðàííîé çàìåòêè î âî-
çîáíîâëåíèè ðåïîðòàæåé íåêîé «íåñðàâíåííîé ìèññ
Áðóêñ». Òàêèì áûëî ÿâëåíèå ìèðó îäíîãî èç âåëè-
÷àéøèõ îòêðûòèé XX âåêà, à âîçìîæíî, è âñåé èñòî-
ðèè ÷åëîâå÷åñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî âðÿä ëè ñïðàâåäëèâî îáâèíÿòü òîãäàø-
íèõ ýêñïåðòîâ â íåêîìïåòåíòíîñòè – ïðåäñòàâëåííûé
èì òîãäà êðèñòàëëèê ãåðìàíèÿ ñ ïðèæàòûìè ê íåìó
èãîëî÷êàìè (òî÷å÷íûé òðàíçèñòîð) ïðîæèë ëèøü 5–7
ëåò, âñêîðå åãî ïîëíîñòüþ âûòåñíèë ïëîñêîñòíîé òðàí-
çèñòîð, íà÷àâøèé ñâîå òðèóìôàëüíîå øåñòâèå ïî ìèðó.
È â 1956 ãîäó Ó.Øîêëè, Äæ.Áàðäèí, Ó.Áðàòòåéí áûëè
óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå «çà èññëåäî-
âàíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ è îòêðûòèå òðàíçèñòîðíîãî
ýôôåêòà».

Ïîó÷èòåëüíî íàïîìíèòü îá îäíîì «çèãçàãå óäà÷è»,
êîòîðûé èñòîðèÿ òîãî âðåìåíè ïðîäåìîíñòðèðîâàëà

íàøèì ó÷åíûì. Â ãîäû, ïðåäøåñòâóþùèå èçîáðåòå-
íèþ òðàíçèñòîðà, â ÑÑÑÐ áûëè äîñòèãíóòû çíà÷è-
òåëüíûå óñïåõè â ñîçäàíèè ãåðìàíèåâûõ è êðåìíèå-
âûõ äåòåêòîðîâ. Â ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëàñü îðè-
ãèíàëüíàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ ïðèêîíòàêòíîé îá-
ëàñòè ïóòåì ââåäåíèÿ â íåå äîïîëíèòåëüíîé èãëû,
âñëåäñòâèå ÷åãî ñîçäàâàëàñü êîíôèãóðàöèÿ, â òî÷íîñ-
òè ïîâòîðÿþùàÿ òî÷å÷íûé òðàíçèñòîð (ñì. ðèñ.3).
Êàê ïîçäíåå âñïîìèíàëè, èíîãäà ïðè èçìåðåíèÿõ âû-
ÿâëÿëèñü è òðàíçèñòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè, íî èõ îò-
áðàñûâàëè êàê ñëó÷àéíûå è íåèíòåðåñíûå àíîìàëèè.
Ìàëî â ÷åì íàøè èññëåäîâàòåëè óñòóïàëè àìåðèêàíñ-
êèì ñïåöèàëèñòàì, íå áûëî ó íèõ ëèøü îäíîãî –
íàöåëåííîñòè íà òðàíçèñòîð, è âåëèêîå îòêðûòèå âûñ-
êîëüçíóëî èç ðóê.

Îäíàêî áûëè ïðîñìîòðû è ó àìåðèêàíöåâ. Åùå íà
ïîäñòóïàõ ê òðàíçèñòîðó â íîÿáðå 1947 ãîäà Äæ.Áàð-
äèí, ïûòàÿñü èçáàâèòüñÿ îò «ëîâóøåê», èçîáðåë ïðî-
ñòåíüêóþ ñòðóêòóðó, â êîòîðîé ìåòàëëè÷åñêàÿ èãëà
ïðèæèìàëàñü ê îêèñëó, ïîêðûâàþùåìó ïîëóïðîâîä-
íèê. Ïî îöåíêàì àâòîðà, ïîä îêèñëîì ìîã îáðàçî-
âàòüñÿ òîíêèé èíâåðñíûé ñëîé äûðî÷íîé ïðîâîäèìî-
ñòè (íà ýëåêòðîííîì ïîëóïðîâîäíèêå), è â íåì íå-
ñëîæíî áûëî áû ðåàëèçîâàòü óñèëåíèå íà îñíîâå ýô-
ôåêòà ïîëÿ. Ôàêòè÷åñêè áûë èçîáðåòåí ïðîñòåéøèé
ÌÎÏ-òðàíçèñòîð (ìåòàëë – îêèñåë – ïîëóïðîâîä-
íèê), êîòîðûé ñ ñåðåäèíû 1960-õ ãîäîâ ñòàë îñíîâîé
áîëüøèõ è ñâåðõáîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ ñõåì. Âîò è
ñîâñåì íåîæèäàííûé ïàðàäîêñ: íå áóäü òîãäà èçîáðå-
òåí òî÷å÷íûé òðàíçèñòîð, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî áûë
áû «äîâåäåí äî óìà» ÌÎÏ-òðàíçèñòîð, à îò íåãî –
ïîëøàãà äî ÌÎÏ-ìèêðîñõåì, êîòîðûå ïîÿâèëèñü áû
ëåò íà 15 ðàíüøå. Íî âñå ïðîèçîøëî, êàê ïðîèçîøëî,
è èçîáðåòåíèå Äæ.Áàðäèíà òàê è îñòàëîñü «áóìàæ-
íûì ïàòåíòîì», à äåéñòâóþùèé ÌÎÏ-òðàíçèñòîð èçîá-
ðåëè â 1960 ãîäó äðóãèå.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñëàâû Äæ.Áàðäèíó õâàòèëî è
áåç ýòîãî: â 1951 ãîäó îí óøåë èç ôèðìû «Áåëë»,
çàíÿëñÿ òåîðèåé ñâåðõïðîâîäèìîñòè è â 1972 ãîäó
âìåñòå ñ äâóìÿ ñâîèìè ó÷åíèêàìè áûë îòìå÷åí Íîáå-
ëåâñêîé ïðåìèåé «çà ðàçðàáîòêó òåîðèè ñâåðõïðîâîäè-
ìîñòè», ñòàâ, òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì â èñòîðèè
ó÷åíûì, äâàæäû óäîñòîåííûì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî
ôèçèêå.

×òî æå êàñàåòñÿ «òðàíçèñòîðíîé ñàãè», òî èçîáðåòå-
íèå òî÷å÷íîãî òðàíçèñòîðà, à âñëåä çà íèì è áèïîëÿð-
íîãî ïëîñêîñòíîãî òðàíçèñòîðà ñòèìóëèðîâàëè òàêóþ
àêòèâíîñòü ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, êîòîðàÿ âñêîðå
ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ ñèëîâîé ýëåêòðîíèêè (òðàíçèñòî-
ðû è ìîùíûå äèîäû), ñîëíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ôîòî÷óâ-
ñòâèòåëüíûõ ÏÇÑ-ìàòðèö äëÿ âèäåîêàìåð, ïëîñêî-
ñòíûõ äèñïëååâ, ñâåòîäèîäîâ è ãåòåðîëàçåðîâ (Æ.Àë-
ôåðîâ, 1968 ã.) – ñëîâîì, âñåãî òîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ïðèáîðîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îñíîâó ñîâðåìåííîé
ýëåêòðîíèêè è èíôîðìàòèêè.
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Òðåõñåêòîðíàÿ ìîäåëü
íàëîãîîáëîæåíèÿ

Â.ÌÀËÛÕÈÍ

Ð
ÅÀËÜÍÛÅ ÎÁÚÅÊÒÛ ÎÁÛ×ÍÎ  ÑËÈØÊÎÌ ÑËÎÆ-
íû, ÷òîáû  ìîæíî  áûëî  èçó÷àòü  èõ  íåïîñðåä-
ñòâåííî. Òîãäà èññëåäîâàòåëü ñîçäàåò ìîäåëü ðå-

àëüíîãî ÿâëåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîäåëü äîëæíà
áûòü íå î÷åíü ñëîæíîé, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî ëåãêî
èçó÷èòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäåëü äîëæíà îòðàæàòü
ñóùåñòâåííûå ÷åðòû ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ, èíà÷å âûâî-
äû, ñäåëàííûå íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ìîäåëè, íåëüçÿ
áóäåò ðàñïðîñòðàíèòü íà ñàìî ðåàëüíîå ÿâëåíèå.

Òðåõñåêòîðíàÿ ìîäåëü íàëîãîîáëîæåíèÿ ïðèäóìàíà
ìíîþ äëÿ èëëþñòðàöèè ñëåäóþùèõ âàæíûõ ìîìåíòîâ:
à) áþäæåò ãîñóäàðñòâà ôîðìèðóåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì
èç íàëîãîâ ãðàæäàí; á) ñîîòíîøåíèÿ äîõîäîâ ðàçëè÷-
íûõ ñîöèàëüíûõ ãðóïï îïðåäåëÿþò îáùóþ ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêóþ ñèòóàöèþ â ñòðàíå; â) áèçíåñìåíû
ÿâëÿþòñÿ äâèæóùåé àêòèâíîé ñèëîé ýêîíîìèêè.1

Çàäà÷à î ðàçâåä÷èêå

Âîò ëþáîïûòíàÿ çàäà÷à-øóòêà (øóòêà ëè?):
Â çàñåêðå÷åííîì ãîðîäêå îêîëî 100000 ÷åëîâåê ðàáî-

òàþò íà òðåõ êðóïíûõ çàâîäàõ, äðóãèõ çàâîäîâ â
ãîðîäêå íåò. Ðàçâåä÷èêó óäàëîñü ðàçäîáûòü ñëåäóþùèå
äàííûå î òåêó÷åñòè êàäðîâ: çà ãîä èç êàæäîé òûñÿ÷è
ðàáîòàþùèõ ñ çàâîäà A 20 ÷åëîâåê ïåðåõîäÿò íà çàâîä
D è 15 ÷åëîâåê ïåðåõîäÿò íà çàâîä C; àíàëîãè÷íîå
ïðîèñõîäèò ñ çàâîäàìè D è Ñ – ñì. ðèñóíîê 1; ïðè ýòîì
ãîðîäîê æèâåò ñòàáèëüíîé ñïîêîéíîé æèçíüþ óæå

ìíîãî ëåò. Â ýòèõ óñëî-
âèÿõ ðàçâåä÷èê ñóìåë óñ-
òàíîâèòü ÷èñëåííîñòü
ðàáî÷èõ íà êàæäîì çà-
âîäå. Ñóìååòå ëè ñäå-
ëàòü ýòî âû?

Äàâàéòå ïîïðîáóåì.
Ôðàçà «...ãîðîäîê æè-
âåò ñòàáèëüíîé ñïîêîéíîé æèçíüþ...» ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-
âîé. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëåííîñòü ðàáîòàþùèõ íà
êàæäîì çàâîäå ñòàáèëèçèðîâàëàñü è, òàêèì îáðàçîì,
ñêîëüêî ñ êàæäîãî çàâîäà çà ãîä óâîëüíÿåòñÿ ðàáî÷èõ,
ñòîëüêî æå è ïðèíèìàåòñÿ íà íåãî. Îòñþäà, îáîçíà÷àÿ
÷èñëåííîñòü ðàáî÷èõ íà çàâîäå A ÷åðåç a, íà çàâîäå D
– ÷åðåç d è íà çàâîäå Ñ – ÷åðåç ñ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

35a/1000 = 7d/1000 + 8c/1000,

17d/1000 = 20a/1000 + 10c/1000,

18c/1000 = 15a/1000 + 10d/1000,

à + d + c = 100000,

ðåøèâ êîòîðóþ, è íàõîäèì îòâåò: a = 17600, d = 43600,
c = 38800.

Îïèñàíèå òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè
íàëîãîîáëîæåíèÿ

Âñå òðóäîñïîñîáíîå íàñåëåíèå ïðåäñòàâèì òðåìÿ ãðóï-
ïàìè: áèçíåñìåíû, ðàáî÷èå, áþäæåòíèêè. Áèçíåñìåíû
– ýòî òå, êòî îðãàíèçóþò ïðîèçâîäñòâî, ïëàòÿò ðàáîò-

1 Ìàëûõèí Â.È. Òðåõñåêòîðíàÿ ìîäåëü íàëîãîîáëîæåíèÿ. –
Ì.: Êàòàëîã, 2003.
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íèêàì íà ýòîì ïðîèçâîäñòâå çàðïëàòó, èìåþò ñ ýòîãî
ïðîèçâîäñòâà äîñòàòî÷íî áîëüøèå äîõîäû è ïëàòÿò ñ
íèõ íàëîãè ïî äîâîëüíî áîëüøîé ñòàâêå – ýòî êàê áû
ñóììà âñåõ íàëîãîâ: ñ ïðèáûëè, åäèíûé ñîöèàëüíûé
íàëîã è ò.ä. Ðàáî÷èå – ýòî ëèöà íàåìíîãî òðóäà, îíè
ïîëó÷àþò ñâîþ çàðïëàòó îò áèçíåñìåíîâ è ñâîèì òðó-
äîì îáåñïå÷èâàþò èì èõ äîõîäû. Áþäæåòíèêè – ýòî
ó÷èòåëÿ, âðà÷è, âîåííûå, ãîñóäàðñòâåííûå ÷èíîâíèêè
è ò.ï., îíè ïîëó÷àþò çàðïëàòó îò ãîñóäàðñòâà. Áþäæåò
ãîñóäàðñòâà ñêëàäûâàåòñÿ òîëüêî èç íàëîãîâ áèçíåñìå-
íîâ, íè ðàáî÷èå, íè áþäæåòíèêè íàëîãîâ íå ïëàòÿò (ýòî
íåáîëüøîå óïðîùåíèå, íå î÷åíü ñóùåñòâåííîå). Îïðå-
äåëåííàÿ äîëÿ ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòà òðàòèòñÿ íà
îáùåãîñóäàðñòâåííûå íóæäû: îáîðîíó, èìïîðò íåîá-
õîäèìûõ òîâàðîâ è ò.ï., îñòàëüíàÿ ÷àñòü áþäæåòà èäåò
íà çàðïëàòó áþäæåòíèêàì.

Îáîçíà÷èì äîëþ âî âñåì òðóäîñïîñîáíîì íàñåëåíèè
áèçíåñìåíîâ ÷åðåç b (businessmen), ðàáî÷èõ – w
(workers), áþäæåòíèêîâ – s (state people). Äàëåå,
îáîçíà÷èì äîõîä áèçíåñìåíîâ ÷åðåç bz , çàðïëàòó ðàáî-
÷èõ – wz ,  çàðïëàòó áþäæåòíèêîâ – sz .

Îïèñàííûå ãðóïïû íàñåëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñîâåð-
øåííî íåïîäâèæíûìè: ÷àñòü áèçíåñìåíîâ ðàçîðÿåòñÿ è
ïåðåõîäèò â ðàáî÷èå èëè áþäæåòíèêè, åñòü è îáðàòíîå
äâèæåíèå. Ýòè ïðîöåññû ïåðåõîäà èç ãðóïïû â ãðóïïó

ìîæíî èçîáðàçèòü ðàç-
ìå÷åííûì ãðàôîì íà
ðèñóíêå 2, íàïîäîáèå
òîãî, ÷òî èçîáðàæåí íà
ðèñóíêå 1.

Ïðè ïîñòðîåíèè ýòî-
ãî ãðàôà ïðèíÿòû íå-
êîòîðûå óïðîùåíèÿ.
Òàê, ìíîãî÷èñëåííûå

èññëåäîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî â ðàçâèòûõ ýêîíî-
ìèêàõ åæåãîäíî ïðèìåðíî äåñÿòàÿ ÷àñòü áèçíåñìåíîâ
ðàçîðÿåòñÿ è ïåðåõîäèò, ïî íàøåé ñõåìå, â ðàáî÷èå èëè
áþäæåòíèêè. Ïðèìåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåíñèâ-
íîñòè òåêó÷åñòè ðàâíû 0,05, ò.å. 5% áèçíåñìåíîâ åæå-
ãîäíî ïåðåõîäÿò â ðàáî÷èå è 5% – â áþäæåòíèêè.
Èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ èç ðàáî÷èõ â áþäæåòíèêè è
íàîáîðîò áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè òàêæå 5%. Èíòåíñèâ-
íîñòè æå ïåðåõîäîâ èç ðàáî÷èõ è áþäæåòíèêîâ â
áèçíåñìåíû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíûìè êðàò-
íîñòè äîõîäîâ áèçíåñìåíîâ bz  è ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàðïëàò wz , sz . Êðîìå òîãî, èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ïåðå-
õîäîâ ïðîïîðöèîíàëüíû åùå è îòíîøåíèþ ÷èñëåííîñ-
òåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï. Òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî

ïðèìåì ( )0,001w b wa wz bz= , ( )0,001s b sa sz bz= .

Íèæåñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íàçîâåì óñëîâèÿìè ñòà-
áèëüíîñòè ÷èñëåííîñòè ñîöèàëüíûõ ãðóïï:

0,1 w sb a w a s= + ,

( )0,05 0,05 0,05wa w b s+ = + ,             (1)

( )0,05 0,05 0,05sa s b w+ = + ,

b + w + s = 1.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðóäîñïîñîáíîå
íàñåëåíèå ïðèíÿòî çà åäèíèöó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ñòàâêó íàëîãà ñ äîõîäà, êîòîðûé
ïëàòÿò áèçíåñìåíû, òîãäà âñåãî îíè ïëàòÿò btbz . Êàê
óêàçûâàëîñü âûøå, ýòî åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê ãîñó-
äàðñòâåííîãî áþäæåòà. Ïóñòü f – äîëÿ ãîñóäàðñòâåí-
íîãî áþäæåòà, èäóùàÿ íà çàðïëàòó áþäæåòíèêîâ,
òîãäà âñåãî áþäæåòíèêàì âûïëà÷èâàåòñÿ èç áþäæåòà

bftbz . Îáîçíà÷èì ÷åðåç l êîýôôèöèåíò, ïîêàçûâàþ-
ùèé âî ñêîëüêî ðàç ñóììàðíûé äîõîä áèçíåñìåíîâ
ïðåâûøàåò ñóììàðíóþ çàðïëàòó ðàáî÷èõ (òàêèì îá-
ðàçîì, l ïîêàçûâàåò ñòåïåíü ýêñïëóàòàöèè ðàáî÷èõ –
÷åì áîëüøå l, òåì áîëüøå ñòåïåíü ýêñïëóàòàöèè).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íè ðàáî÷èå, íè áþäæåòíèêè íå ïëà-
òÿò íàëîãîâ. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýòî
ìîæíî îáúÿñíèòü òàê: áþäæåòíèêè íå ïëàòÿò, ïîòîìó
÷òî çàðïëàòó èì ïëàòèò ãîñóäàðñòâî, òàê ÷òî íàëîãè
ìîæíî óäåðæèâàòü ñðàçó æå èç çàðïëàòû; ðàáî÷èå æå
íå ïëàòÿò, ïîòîìó ÷òî çàðïëàòó èì ïëàòÿò áèçíåñìå-
íû, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áèçíåñìåí ïëàòèò
íàëîã è çà «ñâîèõ» ðàáî÷èõ. Â ìîäåëè çàðïëàòà ðàáî-
÷åãî íå ó÷èòûâàåòñÿ â äîõîäå «åãî» áèçíåñìåíà. Êñòà-
òè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè – ñåé÷àñ è
áþäæåòíèêè è ðàáî÷èå ïîëó÷àþò çàðïëàòó, èç êîòî-
ðîé ïîäîõîäíûé íàëîã óæå âû÷òåí.

Òåïåðü çàïèøåì óñëîâèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè çàðï-
ëàò è íàëîãîâ:

1b w sz z z+ + = ,

b sftbz sz= ,                        (2)

b wbz lwz= .

Ïåðâîå óñëîâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé
ñõåìå â çàðïëàòàõ âàæíû ëèøü èõ îòíîñèòåëüíûå
âåëè÷èíû, ò.å. âî ñêîëüêî ðàç çàðïëàòà (äîõîä) â îäíîé
ãðóïïå áîëüøå (èëè ìåíüøå) çàðïëàòû â äðóãîé.
Âòîðîå óñëîâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî çàðïëàòà áþäæåòíè-
êîâ ñîñòàâëÿåò f-þ ÷àñòü âñåãî áþäæåòà ãîñóäàðñòâà,
êîòîðûé ñêëàäûâàåòñÿ òîëüêî èç íàëîãîâûõ îò÷èñëå-
íèé áèçíåñìåíîâ.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ ñîöèàëüíîé ñïðà-
âåäëèâîñòè:

10l £ , 0 0,5t£ £ , 2 20b wz z£ £ , 2 b sz z£ £  20.

 (3)

Ïîÿñíèì òîëüêî ñìûñë íåðàâåíñòâ 2 b wz z£ , 2 b sz z£ .
Äîõîä áèçíåñìåíîâ äî óïëàòû íàëîãà ðàâåí bz , à ïîñëå
óïëàòû íàëîãà ñîñòàâëÿåò ( )1 bz z- , òàê ÷òî åñëè t áóäåò
áëèçêî ê 0,5, òî äîõîä áèçíåñìåíîâ äî óïëàòû íàëîãà
äîëæåí, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóêðàòíî ïðåâûøàòü çàðï-
ëàòó ðàáî÷åãî èëè áþäæåòíèêà, òîãäà äîõîä áèçíåñìå-
íà ïîñëå âû÷åòà íàëîãà âî âñÿêîì ñëó÷àå áóäåò íå
ìåíüøå çàðïëàòû «åãî» ðàáî÷åãî.

Èññëåäîâàíèå òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè

Ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñëèøêîì ìíîãî äëÿ èõ îäíîçíà÷-
íîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëè
íåêîòîðûå ïàðàìåòðû íóæíî çàäàòü:

Äîëÿ ãîñáþäæåòà, ðàñõîäóåìàÿ íà îïëàòó òðóäà
áþäæåòíèêîâ 0,5f £

Ñòàâêà íàëîãà c áèçíåñìåíîâ 0,5t £

Äîõîä áèçíåñìåíà/çàðïëàòà ðàáî÷åãî 20£

Ðèñ. 2



Äîõîä áèçíåñìåíà/çàðïëàòà áþäæåòíèêà 20£

Ñòåïåíü ýêñïëóàòàöèè ðàáî÷èõ 10l £

Äàëåå ïîñòóïèì òàê: ñîñòàâèì êîìïüþòåðíóþ ïðî-
ãðàììó, êîòîðàÿ áóäåò ïåðåáèðàòü òðîéêè (b,w,s), â
ñóììå ðàâíûå åäèíèöå, ñ êàêèì-íèáóäü íåáîëüøèì
øàãîì; äëÿ ýòîãî íóæíû äâà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
öèêëà; ïðè øàãå 0,1 íóæíî ïåðåáðàòü 100 òðîåê, ïðè
øàãå 0,01 – 10000 òðîåê, ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ. Êàæäóþ òðîéêó áóäåì ïîä-
ñòàâëÿòü â ñèñòåìó (1) è íàõîäèòü ïàðàìåòðû wa  è sa ,
à ïî íèì – îòíîøåíèÿ b wz z  è b sz z . (Òàêèì îáðàçîì,
ìû äåéñòâóåì íå êàê â çàäà÷å î ðàçâåä÷èêå – ïî äàííûì
î òåêó÷åñòè íàõîäèì ÷èñëåííîñòü ãðóïï, à íàîáîðîò –
ïî ÷èñëåííîñòè ãðóïï ðàññ÷èòûâàåì, êàêàÿ äëÿ ýòîãî
äîëæíà áûòü òåêó÷åñòü.) Ïî òðîéêå (b,w,s) è âû÷èñ-

ëåííûì îòíîøåíèÿì b wz z è b sz z  íàéäåì ïàðàìåòðû
t è l, à çàòåì ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (3)
ñîöèàëüíîé ñïðàâåäëèâîñòè. Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîë-
íÿþòñÿ, òî àíàëèçèðóåìóþ òðîéêó íàçîâåì äîïóñòè-
ìîé – ïðè òàêîé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé ñòðóêòóðå â
îáùåñòâå íåò èçëèøíåãî íàïðÿæåíèÿ. Òàê, ïðè øàãå

0,01, f = 0,5, 0,5t £ , 2 14b wz z£ £ , 2 14b sz z£ £ ,

10l £  ïîëó÷èì 14 äîïóñòèìûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñ-
êèõ ñòðóêòóð îáùåñòâà è èõ ïàðàìåòðû – ñì. òàáëèöó 1.

Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ðàñ÷åò 10-é ñòðóêòóðû. Èìååì
b = 0,18 è w = 0,43, çíà÷èò, s = 0,39. Èç ñèñòåìû (1)

èìååì ( ) ( )20
w

a b s w w= + - , sa ( ) ( )20b w s s= + - .
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèÿ b, w, s, ïîëó÷èì

( ) ( )0,18 0,39 0,43 20 0,43 0,0162
w

a = + - ◊ = ,

( ) ( )0,18 0,43 0,39 20 0,39 0,0282sa = + - ◊ = .

Äàëåå âñïîìèíàåì, ÷òî ( )0,001w b wa wz bz= , sa  =

( )0,001 b ssz bz= , ( )b st bz fsz= , ( )b wl bz wz= , îòêóäà

íàõîäèì 6,81b wz z = , 13,02b sz z = , t = 0,333, l =
= 2,85.

Òàáëèöà 1

Ïðèâåäåì åùå îäèí ñïèñîê äîïóñòèìûõ ñòðóêòóð –
ñì. òàáëèöó 2. Ïðè òîì æå øàãå 0,01 ïîëîæèì f = 0,4,

0,3t £ , 2 18b wz z£ £ , 2 20b sz z£ £ , 8l £  è ïîëó-
÷èì òîëüêî 7 äîïóñòèìûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
ñòðóêòóð îáùåñòâà.

Ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ âîïðîñîâ. Íàïðèìåð: êàêîâà
ìèíèìàëüíàÿ ñòàâêà íàëîãà ïðè f = 0,5, 2 b wz z£ £

£  20, 2 20b sz z£ £ , 10l £ ?
Íåñëîæíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ íà êîìïüþòåðå

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè t = 0,2 äîïóñòèìû 2 ñòðóêòóðû, à
ïðè t = 0,18 âîçìîæíà òîëüêî îäíà ñîöèàëüíî-ýêîíîìè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà – ñì. òàáëèöó 3.

Ñòàöèîíàðíûå è ïåðåõîäíûå ñîñòîÿíèÿ
îáùåñòâà â òðåõñåêòîðíîé ìîäåëè

Âñå ñòðóêòóðû òàáëèö 1–3 îïèñûâàþò ðàâíîâåñíûå
èëè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ îáùåñòâà – ñîñòîÿíèÿ, â
êîòîðûõ îñíîâíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå îá-
ùåñòâî, îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Òåïåðü ïðåäñòàâèì,
÷òî ïðàâèòåëüñòâî, ïîääàâøèñü òðåáîâàíèÿì áþäæåò-
íèêîâ, óâåëè÷èëî èì çàðïëàòó â 2 ðàçà. Åñëè íè÷åãî
áîëüøå íå ïðåäïðèíÿòü, òî ðàâíîâåñèå â ìîäåëè íàðó-
øèòñÿ. Â ñàìîì äåëå, sa  óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà è
ñèñòåìà óñëîâèé (1) ïåðåñòàíåò âûïîëíÿòüñÿ. ×èñëåí-
íîñòü áþäæåòíèêîâ íà÷íåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Ïåðåõîä ê
íîâîìó ðàâíîâåñíîìó èëè ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ
îáùåñòâà íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíûì ðåæèìîì. Òàêîé ðå-
æèì îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
íî íàøà ìîäåëü ñëèøêîì ïðîñòà è íå ïîçâîëÿåò ñîñòà-
âèòü è èññëåäîâàòü òàêèå óðàâíåíèÿ. Ìû ìîæåì ëèøü
ïîïðîáîâàòü íàéòè ïîäõîäÿùóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íîâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Òàê,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî óâåëè÷åíèå çàðïëàòû áþäæåòíèêàì
â 2 ðàçà ïðîèçîøëî â ñòðóêòóðå 4 èç ïåðâîé òàáëèöû.
Ïîäõîäÿùèìè ñòðóêòóðàìè îêàæóòñÿ òå, ó êîòîðûõ
îòíîøåíèå 

b sz z  çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòñÿ, ò.å. ñòðóê-
òóðû ñ íîìåðàìè 3,8,11. Íî ýòî ëèøü ñîîáðàæåíèÿ
êà÷åñòâåííîãî ïîðÿäêà...
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Ä
ÐÅÂÍÅÃÐÅ×ÅÑÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ ÏÈÔÀÃÎÐ (ÎÊÎ-
ëî 570 – îêîëî 500 äî í.ý.) ÿâëÿåòñÿ îñíîâàòå-
ëåì ôèëîñîôñêîãî ó÷åíèÿ, èñõîäèâøåãî èç ïðåä-

ñòàâëåíèÿ î ÷èñëå êàê îñíîâå âñåãî ñóùåñòâóþùåãî.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïèôàãîðåéöû ïðèçíàâàëè òîëüêî ðàöè-
îíàëüíûå ÷èñëà. Îäíàêî ïàìÿòíàÿ ìîíåòà Óãàíäû,
ïîñâÿùåííàÿ Ïèôàãîðó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîáåä-
ðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ãèïîòåíóçà êîòî-
ðîãî íèêîèì îáðàçîì íå íàõîäèòñÿ â ðàöèîíàëüíîì
îòíîøåíèè ê êàòåòàì ( 2 1,4142= …). Òàêîé òðåóãîëü-
íèê, ðàçóìååòñÿ, ïîä÷èíÿåòñÿ çíàìåíèòîé òåîðåìå
Ïèôàãîðà, íî íå îïèñûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ïèôàãî-
ðîâûìè òðèàäàìè (íàïðèìåð, 3–4–5 èëè 5–12–13).

Ïèôàãîðåéöû è ñàìè, ïî-âèäèìîìó, ïîíèìàëè, ÷òî
íå âñå óäàåòñÿ îïèñàòü ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, íî
ïûòàëèñü ñêðûòü ýòî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, êàê ïðî-
òèâîðå÷àùåå ãàðìîíè÷åñêîìó óñòðîéñòâó ìèðà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, êàê ìîæíî ïðîâîçãëàøàòü ÷èñëî ìåðîé
âñåõ âåùåé, êîëè ñàìà ýòà ìåðà òîëêîì íå îïðåäåëåíà.
Ìàòåìàòèêè íàøèõ äíåé ïîëàãàþò, ÷òî ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáðàçóþò ìíîæåñòâî ðàöèîíàëü-
íûõ è ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì
åñëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü, òî èððà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà íå ïîääàþòñÿ òàêîìó ïåðåñ÷åòó – èõ
ãîðàçäî áîëüøå. Ê òàêèì ÷èñëàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð,
îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà å = 2,71828… èëè
÷èñëî 3,141596π = ...

Ëàäíî åñëè áû ïîíÿòèÿ èððàöèîíàëüíûõ è ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë çàòðàãèâàëè ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðî-
áëåìû, íî òåîðèÿ ÷èñåë â òå âðåìåíà êàñàëàñü ñàìèõ
îñíîâ ÷åëîâå÷åñêîãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Òàê, Ïèôàãîð
ïîëàãàë, ÷òî åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ âñåîáùèì ïåðâîèñòî÷-
íèêîì, ÷òî ìóæñêèå ÷èñëà íå÷åòíû, à æåíñêèå, íàîáî-
ðîò, ÷åòíû. Ïðîñòûå ÷èñëà â ïðåäñòàâëåíèè ïèôàãî-
ðåéöåâ ÿâëÿëèñü ìóæåñòâåííûìè, à êîìïîçèòíûå, ò.å.
ñîñòàâëåííûå èç ïðîñòûõ ÷èñåë, – æåíîïîäîáíûìè.

Çíàíèå – ñèëà: ñòîëü ãëóáîêèå ïîçíàíèÿ â òî÷íûõ
íàóêàõ, ðàçóìååòñÿ, íå ìîãëè áåçâîçìåçäíî ïåðåäàâàòü-
ñÿ øèðîêîé îáùåñòâåííîñòè. Åùå æðåöû Äðåâíåãî
Åãèïòà äåðæàëè â ïîâèíîâåíèè ïðîñòîé ëþä ñïîñîáíî-
ñòüþ ïðåäñêàçàòü ñîëíå÷íîå çàòìåíèå èëè ïðåäóñìîò-
ðåòü çàñóøëèâûé ãîä. Èìåííî ó åãèïòÿí Ïèôàãîð
ïåðåíÿë ñêëîííîñòü ê ñîçäàíèþ çàêðûòûõ ìèñòè÷åñêèõ
îáùåñòâ.

Â Åãèïåò Ïèôàãîð ïðèåõàë ñëîæèâøèìñÿ ó÷åíûì â
âîçðàñòå îêîëî 35 ëåò. Ðàâíî êàê è ñåé÷àñ, âðåìåíà
òîãäà â Ñðåäèçåìíîìîðüå áûëè î÷åíü íåñïîêîéíûìè.
Íà äåñÿòûé ãîä ïðåáûâàíèÿ Ïèôàãîðà â Åãèïòå ïåð-
ñèäñêèé öàðü Êàìáèç II âåðîëîìíî íàïàë íà Åãèïåò è
â êà÷åñòâå òðîôåÿ óâåç ìàòåìàòèêà â Âàâèëîí. Íå ìåíåå

ïÿòè ëåò Ïèôàãîð ïðîâåë â âàâèëîíñêîì ïëåíó, íî è
çäåñü îí íå òåðÿë âðåìåíè äàðîì. Ó ìåñòíûõ ñïåöèàëè-
ñòîâ îí ïåðåíÿë èõ äðåâíèå ðèòóàëû, äîñòèã ñîâåðøåí-
ñòâà â òî÷íûõ è èçÿùíûõ íàóêàõ è â 520 ãîäó äî í.ý.
âîçâðàòèëñÿ â ðîäíîé Ñàìîñ.

Óâû, íåò ïðîðîêîâ â ñâîåì îòå÷åñòâå. Íå íàéäÿ
ïîíèìàíèÿ ó ñîïëåìåííèêîâ, Ïèôàãîð îòáûë â þæíóþ
Èòàëèþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿëàñü òîãäà ãðåêàì ÷óòü ëè
íå êðàåì ñâåòà. Çäåñü Ïèôàãîð îñíîâàë ôèëîñîôñêóþ
è ðåëèãèîçíóþ øêîëó, àäåïòû êîòîðîé ïîëàãàëè ìàòå-
ìàòèêó ëåæàùåé â îñíîâå âñåãî ñóùåãî. Êîíå÷íî,
çàíÿòèÿ ìàòåìàòèêîé â ïîíÿòèè ïèôàãîðåéöåâ ñèëüíî
îòëè÷àëèñü îò òàêîâûõ â ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.
Íèêòî èç íèõ äàæå íå ïûòàëñÿ ôîðìóëèðîâàòü èëè
ðàçðåøàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû. Ñêîðåå, îíè
èíòåðåñîâàëèñü ñàìèìè ïðèíöèïàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, êîíöåïöèÿìè ÷èñåë è ãåîìåòðè÷åñêèõ ôè-
ãóð, àáñòðàêòíîé èäååé äîêàçàòåëüñòâà. Ïèôàãîð, â
÷àñòíîñòè, ïîëàãàë, ÷òî âñå ñâÿçè è âçàèìîäåéñòâèÿ â
ïîäëóííîì ìèðå ñâîäÿòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ ïðîñòûõ
÷èñåë, è ýòè ñîîòíîøåíèÿ îí ïûòàëñÿ óñòàíîâèòü.

Íàèáîëåå êðóïíûì äîñòèæåíèåì Ïèôàãîðà ÿâèëîñü
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, íàçâàííîé âïîñëåäñòâèè åãî
èìåíåì. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, îäíàêî, ÷òî ôîðìóëèðîâêà
«êâàäðàò ãèïîòåíóçû â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ åãî êàòåòîâ» âîâñå íå ïðåäïîëà-
ãàëà òîãäà ïåðåìíîæåíèÿ ÷èñåë ñàìèõ íà ñåáÿ. Ðå÷ü
øëà ñêîðåå î ãåîìåòðè÷åñêèõ êâàäðàòàõ, ïîñòðîåííûõ
íà êàòåòàõ ýòîãî òðåóãîëüíèêà, è ïîñëåäóþùåì ðàçðå-
çàíèè èõ íà ÷àñòè òàê, ÷òîáû îíè çàïîëíèëè êâàäðàò,
ïîñòðîåííûé íà ãèïîòåíóçå. Ïèôàãîðåéöû çíàëè î
ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêàõ (ðåãóëÿðíûõ òåëàõ), õîòÿ,
ìîæåò áûòü, òîëüêî î ïåðâûõ òðåõ èç ïÿòè, è çàäîëãî
äî Äåêàðòà ïûòàëèñü ðåøàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Ýòè÷åñêèå è ôèëîñîôñêèå âçãëÿäû Ïèôàãîðà ïðè-
âëåêàëè áîëüøîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëåé. Íà þãå Èòà-
ëèè âîçíèê öåëûé ðÿä ïèôàãîðåéñêèõ îáùèí, èñïîâå-
äîâàâøèõ êóëüò ìàòåìàòèêè è ïðèäàâàâøèõ ýòîìó
êóëüòó ìèñòè÷åñêóþ îêðàñêó. Çàêðûòûå ñîîáùåñòâà âî
âñå âðåìåíà íå òîëüêî ïðèâëåêàëè àäåïòîâ, íî è
âûçûâàëè ÿðîñòíîå íåïðèÿòèå. Ê êîíöó æèçíè Ïèôà-
ãîðà îáùèíû åãî ïîñëåäîâàòåëåé îêàçàëèñü âòÿíóòû â
ïîëèòè÷åñêóþ áîðüáó è, â êîíöå êîíöîâ, áûëè ðàññåÿ-
íû è èñòðåáëåíû.

Ïèôàãîð óìåð â èçãíàíèè, íî äåëî åãî æèçíè ïðîäîë-
æàåòñÿ è ñåé÷àñ. Òåîðèÿ ÷èñåë â íàñòîÿùåå âðåìÿ
îáðàçóåò îäèí èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, à
ìàòåìàòèêà, êàê è ïðåäïîëàãàëîñü ïèôàãîðåéöàìè,
ñòàëà îñíîâîé âñåõ åñòåñòâåííûõ íàóê.

Ïèôàãîð
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

È Ç  È Ñ Ò Î Ð È È  Í À Ó Ê È



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 àïðåëÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹1–2006» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1981» èëè «Ô1988». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì1981 è Ì1984 ïðåäëàãàëèñü íà 25-ì Óðàëüñêîì òóðíèðå þíûõ ìàòåìàòèêîâ, çàäà÷à

Ì1983 ïðåäëàãàëàñü íà 26-ì Òóðíèðå ãîðîäîâ, çàäà÷à Ì1989 – íà 5-ì Òóðíèðå ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ
ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1981 – Ì1990, Ô1988 – Ô1997

Ì1981. Â êëåòêàõ òàáëèöû 11 11¥  ðàññòàâëåíû âñå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 121. Äèìà ïîñ÷èòàë ïðîèç-
âåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå, à Ñàøà – ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå. Ìîãëè ëè îíè ïîëó÷èòü
îäèíàêîâûå íàáîðû èç 11 ÷èñåë?

Ñ.Áåðëîâ

Ì1982. Íà ýêðàíå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êàæ-
äóþ ñåêóíäó ê íàïèñàííîìó â äàííûé ìîìåíò ÷èñëó
ïðèáàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå öèôð åãî äåñÿòè÷íîé çàïè-
ñè. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ÷èñëî
íà ýêðàíå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ.

À.Áåëîâ

Ì1983. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçíûõ ñïîñîáîâ ðàçáèòü
÷èñëî 2006 íà íàòóðàëüíûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíû? Ñëàãàåìûõ ìîæåò áûòü îäíî èëè
íåñêîëüêî. ×èñëà íàçûâàþòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû-
ìè, åñëè èõ ðàçíîñòü íå áîëüøå 1. Ñïîñîáû, îòëè÷àþ-
ùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíà-
êîâûìè.

À.Òîëïûãî

Ì1984. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 1000 òî÷åê, íèêàêèå
òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäåòñÿ íå áîëåå 1000000 ðàâíîáåäðåííûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ñ.Áåðëîâ, È.Áîãäàíîâ

Ì1985. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî íåò ïà-
ðàëëåëüíûõ ñòîðîí, îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíò-
ðîì Î. Ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ, ÂÑ, CD, DA îáîçíà÷åíû

K, L, M, N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè
Î, K, Ì ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî òî÷êè Î, L, N
òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

À.Çàñëàâñêèé, Ì.Èñàåâ, Ä.Öâåòîâ

Ì1986. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ 2n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1 2 1 2n nx x x y y y£ £ £ £ £ £ £… …  âûïîëíÿåòñÿ íå-
ðàâåíñòâî

( )
2

1 2 1 2n nx x x y y y+ + + + + + ≥… …

≥ ( )1 1 2 24 n nn x y x y x y+ + +… .

Ï.Ñàìîâîë, Ì.Àïïåëüáàóì

Ì1987. Äàíû èêîñàýäð è äîäåêàýäð ñ ðàâíûìè ðàññòî-
ÿíèÿìè îò öåíòðà äî ðåáðà. Ó êàêîãî èç ìíîãîãðàííè-
êîâ áîëüøå îáúåì?

À.Çàñëàâñêèé

Ì1988. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë à íàéäóòñÿ
òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà k, m, n, ÷òî åñëè
âûïèñàòü äðóã çà äðóãîì ÷èñëà n

a  è ma  â äåñÿòè÷íîé
çàïèñè, òî ïîëó÷èòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà k

a ?
Â.Ñåíäåðîâ

M1989. Â êîðîëåâñòâå N ãîðîäîâ è r äîðîã, êàæäàÿ
äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà ãîðîäà, è èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî
äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî ïî äîðîãàì. Â ãîðîäàõ æèâóò
ãîíöû. Â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà îäèí èç ãîðîäîâ îòïðàâ-
ëÿåò âî âñå ñîñåäíèå (ò.å. ñîåäèíåííûå ñ íèì äîðîãàìè)
ãîðîäà ïî ãîíöó (â òàêîì ãîðîäå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷-
íîå äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâî ãîíöîâ). Åñëè â êàæäîì
ãîðîäå ãîíöîâ íåäîñòàòî÷íî, òî äâèæåíèÿ ãîíöîâ ïðå-
êðàùàþòñÿ.
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à) Ïóñòü ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò äâèæåíèå ãîíöîâ ïðåêðà-
òèëîñü. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãîðîäà, îòïðàâëÿþùèå
ãîíöîâ, âûáèðàòü  ïî-äðóãîìó, òî äâèæåíèå ãîíöîâ âñå
ðàâíî ïðåêðàòèòñÿ; ïðè ýòîì êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ãîíöîâ â êàæäîì ãîðîäå íå çàâèñèò îò âûáîðà ãîðîäîâ.
á*) Ïóñòü ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò â êàæäîì ãîðîäå îêàçà-
ëîñü ñòîëüêî æå ãîíöîâ, ñêîëüêî áûëî èçíà÷àëüíî.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ãîíöîâ ìîæåò áûòü â
êîðîëåâñòâå?

È.Áîãäàíîâ

Ì1990*. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðîäîëæåíèè ñòî-
ðîíû ÂÑ çà òî÷êó Ñ âûáèðàåòñÿ òî÷êà X. Îêðóæíîñòè,
âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ÀÂÕ è ÀÑÕ, ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êàõ Ð è Q. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå PQ ïðîõîäÿò
÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó, íå çàâèñÿùóþ îò ïîëîæåíèÿ
òî÷êè X.

Ë.Åìåëüÿíîâ

Ô1988. Êðîëèê áåæèò ïî ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ 1v , çà íèì ïî ïëîñêîñòè ãîíèòñÿ ëèñà. Ñêîðîñòü
ëèñû 2v  ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è âñå âðåìÿ íàïðàâëåíà
â òó òî÷êó, ãäå íàõîäèòñÿ â äàííûé ìîìåíò êðîëèê. Â
íåêîòîðûé ìîìåíò ðàññòîÿíèå ìåæäó ó÷àñòíèêàìè çà-
áåãà ñîñòàâëÿåò L, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè èõ ñêîðîñ-
òåé ðàâåí α . Íàéäèòå óñêîðåíèå ëèñû â ýòîò ìîìåíò.

À.Ëèñîâ

Ô1989. Â ñèñòåìå íà ðèñóíêå 1 îñü âåðõíåãî áëîêà
çàêðåïëåíà, à ñàì ýòîò áëîê ñêëååí èç äâóõ áëîêîâ

ðàçíûõ ðàäèóñîâ – îäèí èç ðàäèóñîâ
ðîâíî âäâîå áîëüøå äðóãîãî. Ðàäèóñû
ïîäâèæíûõ áëîêîâ ïîäîáðàíû òàê, ÷òî
ñâèñàþùèå êîíöû íèòè âåðòèêàëüíû.
Ìàññà ìàëåíüêîãî ãðóçà ñïðàâà íàâåðõó
ðàâíà Ì; íà íèòè, íàìîòàííîé íà ìàëûé
äèàìåòð âåðõíåãî áëîêà, çàêðåïëåí ãðóç
ìàññîé 3Ì; ìàññà íèæíåãî ãðóçà 2Ì.
Ñèñòåìó âíà÷àëå óäåðæèâàþò, çàòåì
îòïóñêàþò, è íà÷èíàåòñÿ äâèæåíèå.
Íàéäèòå óñêîðåíèÿ ïîäâèæíûõ áëîêîâ.
Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ óãëîâûå
óñêîðåíèÿ âåðõíåãî (äâîéíîãî) è ñàìî-
ãî íèæíåãî áëîêîâ?

À.Çèëüáåðìàí

Ô1990. Íà òîíêîé ëåãêîé íèòè ê ïîòîë-
êó ïîäâåøåí ìàëåíüêèé øàðèê ìàññîé

Ì; ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ ìàÿòíèêà
ðàâåí 0T . Øàðèê îòâîäÿò â ñòîðîíó è òîë÷êîì ïðèäàþò
åìó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü – òàêóþ, ÷òî îí îïèñûâàåò
îêðóæíîñòü, ëåæàùóþ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Êàêèì ìîæåò áûòü âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà øàðèêà, åñëè
íèòü âûäåðæèâàåò íàòÿæåíèå íå áîëåå 10 Ìg?

Ï.Øàðîâ

Ô1991. Â êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ïî äíó êâàäðàòíîé
êîðîáêè ïëîùàäüþ 2

1 ì  ñêîëüçÿò äâå îäèíàêîâûå
øàéáû ðàäèóñîì 1 ñì. Ñêîðîñòè øàéá ïî âåëè÷èíå
âñå âðåìÿ ðàâíû 1 ì/ñ, à íàïðàâëåíèå ñêîðîñòåé
ìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ øàéá
ñî ñòåíêàìè êîðîáêè è ìåæäó ñîáîé. Îöåíèòå, çà
êàêîå âðåìÿ ïðîèçîéäåò 1000 óäàðîâ ìåæäó øàéáà-

ìè. Ñêîëüêî ðàç çà ýòî âðåìÿ øàéáû óäàðÿòñÿ î âñå
ñòåíêè êîðîáêè?

À.Óäàðîâ

Ô1992. Öèêë Êàðíî 1–2–3–4–1 (ðèñ.2), ïðîâîäèìûé
ñ ïîðöèåé èäåàëüíîãî ãàçà, èìååò òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ÊÏÄ 0η . Öèêë ðàçäåëèëè íà äâà – ïåðâûé 1–2–4–1 è
âòîðîé 4–2–3–4 (ïðîöåññ
4–2 èäåò ïðè ïîâûøåíèè
äàâëåíèÿ è îáúåìà ãàçà, è
çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò
îáúåìà íà ýòîì ó÷àñòêå
ëèíåéíàÿ). Èçâåñòåí òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé ÊÏÄ
ïåðâîãî öèêëà (1–2–4–1),
îí ðàâåí 1η . Íàéäèòå àíà-
ëîãè÷íûé ÊÏÄ η2 âòîðîãî
öèêëà.

Ö.Êàðíîâ

Ô1993. Èç î÷åíü òîíêîé ïðîâîëîêè ñäåëàëè îêðóæ-
íîñòü, ïðèïàÿëè äèàìåòð èç òàêîé æå ïðîâîëîêè è åùå
îäèí äèàìåòð – ïåðïåíäèêóëÿðíî ïåðâîìó. Ñåðåäèíû
«äèàìåòðàëüíûõ» ïðîâîëî÷åê ñîåäèíèëè ìåæäó ñîáîé.
Îäèí èç âûâîäîâ îììåòðà ïðèñîåäèíèëè ê ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå îêðóæíîñòè, äðóãîé – ê äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíîé åå òî÷êå. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àþòñÿ
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ïîêàçàíèé ïðè-
áîðà?

Î.Ïðîñòîâ

Ô1994. Ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäÿùèå ðåëüñû ðàñïîëîæå-
íû ãîðèçîíòàëüíî íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà è
ïîìåùåíû â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, âåêòîð èíäóê-

öèè êîòîðîãî 0B
��

 íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî èõ ïëîñ-
êîñòè. Ðåëüñû çàìêíóòû ðåçèñòîðîì áîëüøîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ R. Âäàëè îò ðåçèñòîðà íà ðåëüñàõ ëåæèò
ìàññèâíûé ïðîâîäÿùèé ñòåðæåíü, îí ñîñòàâëÿåò óãîë
45° ñ ðåëüñàìè. Ñ êàêîé ñèëîé íóæíî äåéñòâîâàòü íà
ñòåðæåíü â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷òîáû îí
ñêîëüçèë âäîëü ðåëüñîâ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ 0v ?

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1995. Ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó ïîäêëþ÷åíû äâå êà-
òóøêè, èíäóêòèâíîñòè êîòîðûõ 1 Ãí è 2 Ãí, è êîíäåí-
ñàòîð åìêîñòüþ 100 ìêÔ. Êîíäåíñàòîð â äàííûé ìî-
ìåíò çàðÿæåí äî íàïðÿæåíèÿ 200 Â, à ÷åðåç êàòóøêè
òåêóò îäèíàêîâûå (è îäèíàêîâî íàïðàâëåííûå) òîêè ïî
0,1 À. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé òîê ÷åðåç êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòüþ 1 Ãí. Îöåíèòå, ÷åðåç êàêîå âðåìÿ
íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà èçìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé (ìîæíî áûëî áû ïîñ÷èòàòü è òî÷íî, íî ðàñ÷åò
ïîëó÷èëñÿ áû äîâîëüíî ãðîìîçäêèì). Ýëåìåíòû öåïè
ñ÷èòàéòå èäåàëüíûìè.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1996. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ è êàòóøêà èíäóêòèâ-
íîñòüþ L ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì, è â ïîëó÷èâøåìñÿ
êîíòóðå ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ. Â òîò ìîìåíò, êîãäà
íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà ñîñòàâëÿëî 1U , à ÷åðåç êà-
òóøêó òåê òîê 1I , ïàðàëëåëüíî êîíòóðó ïîäêëþ÷èëè
ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëî-
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òû âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå? Êàêîé çàðÿä ïðîòå÷åò ÷åðåç
êàòóøêó, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà?

À.Çèëüáåðìàí

Ô1997. Ê òî÷êà À è Á ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå
3, ïîäêëþ÷àþò èñòî÷íèê ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
36 Â, 50 Ãö. ×òî ïîêàæåò âîëüòìåòð ñ áîëüøèì âíóòðåí-
íèì ñîïðîòèâëåíèåì, åñëè âêëþ÷èòü åãî ìåæäó òî÷êà-

ìè Á è Â? Êîíäåíñà-
òîðû â ñõåìå èìåþò
åìêîñòè, íàïðèìåð,
1 ìêÔ. Äèîäû ìîæ-
íî ñ÷èòàòü èäåàëü-
íûìè. Ïðèäóìàéòå

òàêæå õîðîøåå íàçâàíèå äëÿ ýòîé ñõåìû.
Ó.Ìíîæèòåëåâ

Ðèñ. 3

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1961 – Ì1965,
Ô1973 – Ô1982

Ì1961. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íàøëàñü òî÷êà
Q òàêàÿ, ÷òî AQB CQD 180– + – = ∞ . Äîêàæèòå ðà-
âåíñòâà óãëîâ: QBA QDA– = –  è QAD QCD– = –

(ðèñ. 1).

Òðåóãîëüíèê ABQ ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåì íà âåêòîð

BC
�����

, è íîâîå ïîëîæåíèå òî÷êè Q îáîçíà÷èì ÷åðåç Ð
(ðèñ. 2). Ââèäó óñëîâèÿ çàäà÷è, îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
QCPD ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Íî òîãäà

( )DCP QBA PQD QDA– = – = – = – ,

à òàêæå

QCD QPD QAD– = – = – ,

ò.å. óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1962. Êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ïîëíîñòüþ ïî-
êðûò êîñòÿìè äîìèíî (êàæäàÿ êîñòü ïîêðûâàåò äâå
ñîñåäíèå êëåòêè). Íàçîâåì ïîêðûòèå îðèãèíàëüíûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïîêðûòèÿ ïîëîæåíèå õîòÿ áû
îäíîé êîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì êàêîé-ëèáî
êîñòè îðèãèíàëüíîãî ïîêðûòèÿ. Äëÿ êàêèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ ñóùåñòâóåò îðèãèíàëüíîå ïîêðûòèå?

Îòâåò: îðèãèíàëüíîå ïîêðûòèå èìåþò òå è òîëüêî òå
ïðÿìîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ âäîëü îäíîé ñòîðîíû
ðàçìåùàåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî êëåòîê, à âäîëü äðóãîé –
íå÷åòíîå (èíûìè ñëîâàìè – ýòî âñå ïðÿìîóãîëüíèêè
ðàçìåðîì ( )2 2 1m n¥ -  êëåòîê, ãäå ò è ï – íàòóðàëüíûå
÷èñëà).
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
äåéñòâèòåëüíî èìååòñÿ îðèãèíàëüíîå ïîêðûòèå. Äëÿ
ýòîãî ïðîñòî îïèøåì òàêîå ïîêðûòèå. Îíî î÷åíü ïðî-
ñòîå: íàäî âñå êîñòè ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû äëèííàÿ
èõ ñòîðîíà áûëà ïàðàëëåëüíà ÷åòíîé ñòîðîíå ïðÿìîó-

ãîëüíèêà (íà ðèñóíêå  äàí ïðè-
ìåð îðèãèíàëüíîãî ïîêðûòèÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà 6 5¥ ). ×òîáû óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ýòî ïîêðûòèå â ñàìîì
äåëå îðèãèíàëüíîå, ðàñïîëîæèì
ïðÿìîóãîëüíèê òàê, ÷òîáû íå÷åò-
íûå ñòîðîíû áûëè ãîðèçîíòàëü-
íû (êàê íà ðèñóíêå). Ðàññìîò-
ðèì ëþáîå äðóãîå ïîêðûòèå ýòî-
ãî ïðÿìîóãîëüíèêà êîñòÿìè äî-
ìèíî è âûäåëèì êîñòè, êîòîðûå ïðèìûêàþò ê íèæíåé
ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê êàê ýòà ñòîðîíà – íå÷åò-
íàÿ, òî õîòÿ áû îäíà êîñòü íåïðåìåííî áóäåò ðàñïîëî-
æåíà âåðòèêàëüíî. Íî òîãäà îíà ñîâïàäåò ñ êàêîé-òî èç
êîñòåé îðèãèíàëüíîãî ïîêðûòèÿ, ïðèìûêàþùåé ê íèæ-
íåé ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàí-
íîå ïîêðûòèå è âïðÿìü îðèãèíàëüíîå.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè îáå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-
íèêà – ÷åòíûå, òî îðèãèíàëüíîãî ïîêðûòèÿ íå ñóùå-
ñòâóåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
óêàçàòü äðóãîå ïîêðûòèå – òàêîå, ÷òî íè îäíà åãî êîñòü
íå ñîâïàäåò íè ñ îäíîé êîñòüþ èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ.
Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ ÷åòíûìè ñòîðîíàìè ïîêðûò
êàêèì-òî îáðàçîì êîñòÿìè äîìèíî. Ìûñëåííî ðàçîáü-
åì åãî íà êâàäðàòû 2 2¥  (òàê êàê îáå ñòîðîíû ÷åòíûå,
òî ýòî âîçìîæíî). À òåïåðü êàæäûé òàêîé êâàäðàò
ïîêðîåì äâóìÿ êîñòÿìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ýòèõ
ñïîñîáîâ ïîëîæåíèå êàæäîé èç êîñòåé íå ñîâïàäåò íè
ñ îäíîé èç êîñòåé èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ. Ðàññóæäàåì «îò
ïðîòèâíîãî». Äîïóñòèì, ýòî íå òàê è äëÿ ëþáîãî èç
äâóõ âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé äâóõ êîñòåé â êâàäðàòå
2 2¥  õîòÿ áû îäíà èç êîñòåé ñîâïàäåò ñ êàêîé-òî
êîñòüþ èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ. Ñîðèåíòèðóåì êâàäðàò
òàê, ÷òîáû îäíà èç åãî ñòîðîí áûëà ãîðèçîíòàëüíà,
äðóãàÿ – âåðòèêàëüíà. Óëîæèì íà íåãî äâå êîñòè äëÿ
íà÷àëà ãîðèçîíòàëüíî. Òàê êàê â èñõîäíîì ïîêðûòèè,
ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, õîòÿ áû îäíà êîñòü ñîâïàäà-
åò ñ êàêîé-òî èç ýòèõ äâóõ êîñòåé, òî ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä: â èñõîäíîì ïîêðûòèè èìååòñÿ êîñòü, ðàñïîëî-
æåííàÿ â ýòîì êâàäðàòå ãîðèçîíòàëüíî. Òåïåðü óëî-
æèì íà òîò æå êâàäðàò äâå êîñòè ïî-èíîìó – âåðòè-
êàëüíî. Òîãäà, ñîãëàñíî òîìó æå ïðåäïîëîæåíèþ, â
èñõîäíîì ïîêðûòèè èìååòñÿ êîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ â
ýòîì êâàäðàòå âåðòèêàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîì è
òîì æå êâàäðàòå 2 2¥  èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ åñòü êîñòü,
ðàñïîëîæåííàÿ âåðòèêàëüíî, è åñòü êîñòü, ðàñïîëî-
æåííàÿ ãîðèçîíòàëüíî. Íî ýòî, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî.
Ïðîòèâîðå÷èå!
Èòàê, äëÿ ëþáîãî èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ ìû ìîæåì
ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê ñ ÷åòíûìè ñòîðîíàìè íà êâàä-
ðàòû 2 2¥ , à çàòåì â êàæäîì òàêîì êâàäðàòå òàê
óëîæèòü äâå êîñòè, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå ñîâïàäåò íè
ñ îäíîé èç êîñòåé èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî îðèãèíàëüíîãî ïîêðûòèÿ íå ñóùåñòâóåò.

È.Àêóëè÷

Ì1963. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà õ, ó, z (x > 2, y > 1)
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó y 2x 1 z+ = . Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëî õ èìååò íå ìåíåå 8 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé.
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Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî õ èìååò íå ìåíåå 3
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Èç 21t
p z+ = , ãäå t > 1, ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ð = 2.

Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Ïðè z > 3 ÷èñëî 2d z 1= -  èìååò íå ìåíåå
2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðè ÷åòíîì z âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

( ) ( )1 1d z z= + - , ãäå ( )1, 1 1z z+ - = ,  z – 1 > 1,

à ïðè íå÷åòíîì z – ðàâåíñòâîì

 
1 1

4
2 2

z z
d

+ -
= ◊ ◊ , ãäå 

1 1
, 1

2 2

z z+ -Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
, 

1
1

2

z -
> .

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî ( ) ( )1 1z z- + , ãäå z > 1, èìååò ðîâíî
2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëÿ. Òîãäà â ñëó÷àå

( )1, 1 1z z- + =  èìååì ( ) ( ) 2
y y

p qα β
- = , ò.å. y ya b- =

= 2, ãäå y > 1. Íî ( ) ( )1 1y y y ya b a b a b- -
- = - + + ≥…

≥ ( ) ( ) ( )1
2 1 3 3

ya b a b-
- + ≥ - ◊ ≥ . Çíà÷èò, ( )1, 1z z- + =

= 2, îòêóäà ëèáî 1 2
yz pα

- =  è 1
1 2

yz β -
+ = , ëèáî

1
1 2

yz β -
- =  è 1 2

yz pα
+ = . Â ïåðâîì ñëó÷àå 2

2
y ypβ α-

- =

= 1, âî âòîðîì 22 1y y
p

α β -
- = .

Ëåììà 2. Óðàâíåíèå

2
u v1 w- = ,

ãäå u > 1, v > 1, íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó íè ïðè êàêîì öåëîì ñ
÷èñëî 2

1c +  íå äåëèòñÿ íà 4, ÷èñëî v íå÷åòíî. Ïîýòîìó

( )2 1u
w A= + , ãäå 1 2

1
v vA w w w- -

= - + - +…  – ñóììà

íå÷åòíîãî ÷èñëà v íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ. Çíà÷èò, è ñàìî

÷èñëî À íå÷åòíî. Íî ( )1 2 1 1u v
w A w w+ = = + > + .

Ñëåäîâàòåëüíî, À – áîëüøèé åäèíèöû äåëèòåëü ÷èñëà
2

u , ÷òî íåâîçìîæíî.
Ëåììà 3. Óðàâíåíèå

2
u + 1 = w

v

,

ãäå v > 1, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ

÷èñëàõ: ( ) ( ), , , ,u v w 3 2 3= .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ â ñëó-
÷àå ÷åòíîãî v ñëåäóåò èç ëåììû 1, à îòñóòñòâèå ðåøåíèé
â ñëó÷àå íå÷åòíîãî v – èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ
ïðîâåäåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.
Èç ëåìì 2 è 3 ïîëó÷àåì ó = 2, 5yβ = , ÷òî íåâîçìîæíî.
Çàìå÷àíèå 1. Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå î íàëè÷èè ó
÷èñëà õ òðåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ìîæíî
îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ÷èñëî ó ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå n îòëè÷íûõ îò 1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà õ èìååò
íå ìåíåå n + 2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ âàæíûõ óòâåð-
æäåíèÿõ, êîòîðûå ÷àñòî áûâàþò ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ïî òåîðèè ÷èñåë.
Ëåììà 4. Ïóñòü a 2≥ , ð – íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Òîãäà ÷èñëî 

pa 1-  èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé
äåëèòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà à – 1.
Ëåììà 5. Ïóñòü a 2≥ , ð – ïðîñòîå ÷èñëî è âûïîëíåíî
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ a 2π  è p 3π . Òîãäà

÷èñëî pa 1+  èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü,
íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà à + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ëåìì ìîæíî ïðî÷åñòü â ðåøåíèè
çàäà÷è Ì1867 («Êâàíò» ¹6 çà 2003 ã.).
Ñôîðìóëèðîâàííàÿ â òîì æå ðåøåíèè òåîðåìà Áèðêãî-
ôà–Âàíäèâåðà ïîçâîëÿåò óñèëèòü Ïðåäëîæåíèå: åñëè

1
1

m
my p p

α α
= … , òî õ èìååò íå ìåíåå ( )11 1α+ + …

( )m 1α +…  ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Çàìå÷àíèå 2. Íàêëàäûâàÿ íà ÷èñëà çàäà÷è äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå ñèëü-
íûå ñëåäñòâèÿ, íåæåëè ñîäåðæàùååñÿ â åå ôîðìóëè-
ðîâêå. Èìåííî, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæ-
äåíèÿ.
Åñëè ÷èñëî ó – 2 ñîñòàâíîå, òî õ èìååò íå ìåíåå 12
ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.
Åñëè ê òîìó æå ÷èñëî ó íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ôåðìà1 ,
òî õ èìååò íå ìåíåå 16 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé òàêæå îïèðàåòñÿ íà
ëåììû 4 è 5.
Íåñêîëüêî ïî-èíîìó äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæ-
äåíèå.
Ïóñòü â óñëîâèÿõ çàäà÷è ( ),x 1 y 1+ = . Òîãäà õ èìååò
íå ìåíåå 16 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.
Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê óòâåðæäåíèþ

çàäà÷è, ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå ðàâåíñòâà 2
2 1

yx z+ =

(x > 2, ó > 1). Èìåííî, â ýòîì ñëó÷àå íàòóðàëüíîå
÷èñëî õ, x 12π , èìååò íå ìåíåå 8 ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ äåëèòåëåé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áëèç-
êî ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ñèòóàöèÿ õ = 12 âîçìîæíà:

2 2
2 12 1 17◊ + = . Îòìåòèì, ÷òî ïðè ó = 2 ðàññìàòðèâà-
åìûé ñëó÷àé îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

2 2
2 1z x- = . Îá ýòèõ î÷åíü èíòåðåñíûõ è âàæíûõ

óðàâíåíèÿõ ìîæíî ïðî÷åñòü, íàïðèìåð, â ñòàòüå Â.Ñåí-
äåðîâà è À.Ñïèâàêà «Óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ» («Êâàíò» ¹3
çà 2002 ã.).

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1964. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü íåðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÀÂ â òî÷êå
C¢  è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÀÑ, ÂÑ â òî÷êàõ ,B A¢ ¢ .
Ïðÿìûå AA¢  è BB¢  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêà-
æèòå, ÷òî K ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé ÀÂÑ è A B C¢ ¢ ¢  ðàâíû.

Ïóñòü ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû, Î – öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè, O¢  – öåíòð âíåâïèñàííîé. Òîãäà, òàê

1 Ò.å. 
k

2y 2 1π + , ãäå k 0≥ . Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé k = 0

ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå 
3 2x 1 z+ =  ïðè

x > 2 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Â ñàìîì äåëå,

íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ èç ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è ñðàçó ñâîäÿò

ýòî óðàâíåíèå ê ñëåäóþùèì: 
3 3u 2v 1- = , 

3 32v u 1- = , ãäå

,u v Œ N . Îäíàêî, êàê äîêàçàë åùå Ë.Ýéëåð ìåòîäîì ñïóñêà,

ïåðâîå èç ïîëó÷èâøèõñÿ óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé, à âòîðîå

èìååò ëèøü îäíî ðåøåíèå (1, 1) – ÷òî íåìåäëåííî è ïðèâîäèò ê

åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ (2, 3) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ
3 2x 1 z+ = . Óòâåðæäåíèå î íåðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ

ïðè x > 2  ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî íåîæèäàííûì

îáðàçîì: íè ïðè êàêîì n > 1 ñóììà 
3 21 n…+ +  íå ÿâëÿåòñÿ êóáîì

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (äîêàæèòå êðàñèâûé ôàêò – ýêâèâàëåíò-

íîñòü ýòèõ óòâåðæäåíèé – ñàìîñòîÿòåëüíî!).



êàê 2A O A O AO B A– = – = – + –¢ ¢ ¢ , ÷åòûðåõóãîëüíèê
A O AO¢ ¢  – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ è AA OO=¢ ¢ .
Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêàõ AA C¢  è BB C¢  CA CB=¢ ¢  è
AA BB=¢ ¢ , íî AC BCπ . Ñëåäîâàòåëüíî, CAA– +¢

180CBB+ – = ∞¢ .
Îáðàòíî: åñëè K ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî
AA BB=¢ ¢ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé
íå ðàâíû, è îòëîæèì íà îòðåçêàõ ÎÀ è ÎÂ òî÷êè Õ, Y
òàêèå, ÷òî AX BY OA= = ¢ . Òàê êàê O X AA= =¢ ¢

BB O Y= =¢ ¢  è OX = OY, òðåóãîëüíèêè OO X¢  è
OO Y¢  ðàâíû, ò.å. AOO BOO– = –¢ ¢ , ÷òî äëÿ íåðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà íåâåðíî.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà óò-
âåðæäåíèå çàäà÷è îñòàåòñÿ âåðíûì, â ÷åì íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1965. Ñ êðûøè äîìà ñïóùåíà ëåñòíèöà, ñîäåðæà-
ùàÿ n ñòóïåíåê. Ñ êàæäîé ñòóïåíüêè ìîæíî ïåðå-
øàãíóòü íà ñîñåäíþþ; êðîìå òîãî, ñ ñàìîé âåðõíåé
ñòóïåíüêè ìîæíî ïåðåñòóïèòü íà êðûøó, à ñ ñàìîé
íèæíåé – íà çåìëþ. Íà êàæäîé ñòóïåíüêå óêðåïëåí
óêàçàòåëü-ñòðåëêà, íàïðàâëåííûé ââåðõ ëèáî âíèç.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà îäíîé èç ñòóïåíåê ëåñòíèöû
ñòîèò ÷åëîâåê. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàòåëåì îí
ïåðåäâèãàåòñÿ íà ñîñåäíþþ ñòóïåíüêó, è ñðàçó ïîñëå
ýòîãî óêàçàòåëü ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîå. Ñî ñëåäóþùåé ñòóïåíüêè ÷åëîâåê îïÿòü ïå-
ðåñòóïàåò íà ñîñåäíþþ â ñîîòâåòñòâèè ñ åå óêàçà-
òåëåì, è ñðàçó ïîñëå ýòîãî óêàçàòåëü òàêæå ìåíÿåò
ïîëîæåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Äàëåå ÷åëîâåê ñíîâà
è ñíîâà ïåðåõîäèò ñî ñòóïåíüêè íà ñòóïåíüêó ïî
òàêèì æå ïðàâèëàì. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî øàãîâ
ìîæåò ñäåëàòü ÷åëîâåê, ïîêà íå ñîéäåò ñ ëåñòíèöû
íà çåìëþ èëè íà êðûøó?

Îòâåò: ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî øàãîâ ðàâíî

( )1

2

n n +
 (âêëþ÷àÿ ñþäà è òîò øàã, êîòîðûì ÷åëîâåê

ñîøåë ñ ëåñòíèöû).
Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî ÷åëîâåê íå ìîæåò íàõîäèòü-
ñÿ íà ëåñòíèöå áåñêîíå÷íî äîëãî, ò.å. åìó ðàíî èëè
ïîçäíî ïðèäåòñÿ ñîéòè ñ ëåñòíèöû íà çåìëþ èëè íà
êðûøó.
Èñïîëüçóåì ìåòîä «îò ïðîòèâíîãî». Äîïóñòèì, ÷åëî-
âåê íèêîãäà íå âûéäåò çà ïðåäåëû ëåñòíèöû, äàæå åñëè
ñäåëàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Òîãäà íà êàêóþ-òî
ñòóïåíüêó À îí íàñòóïèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òàê
êàê íàïðàâëåíèå óêàçàòåëÿ ïðè êàæäîì «íàñòóïëåíèè»
íà ñòóïåíüêó ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå, òî ïðè
«íàñòóïëåíèÿõ» íà ñòóïåíüêó À óêàçàòåëü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç áóäåò ïîêàçûâàòü ââåðõ. Ïîýòîìó, ñòóïàÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàòåëåì, ÷åëîâåê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç íàñòóïèò íà ñòóïåíüêó, ñîñåäíþþ ñâåðõó ñî ñòó-
ïåíüêîé À. Ðàññóæäàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî îí áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç íàñòóïèò íà
ñòóïåíüêó, ñîñåäíþþ ñ íåé, è òàê äàëåå, âïëîòü äî
ñàìîé âåðõíåé ñòóïåíüêè. Íî ñàìîå ïîçäíåå ïðè âòî-
ðîì «íàñòóïëåíèè» íà ñàìóþ âåðõíþþ ñòóïåíüêó îí ñ
íåå áóäåò âûíóæäåí ïîäíÿòüñÿ ââåðõ íà êðûøó (óêàçà-
òåëü-òî êàæäûé ìåíÿåò íàïðàâëåíèå!). Ïðîòèâîðå÷èå.

Íî íàñêîëüêî äîëãî ñìîæåò ÷åëîâåê «ïðîäåðæàòüñÿ»
íà ëåñòíèöå? Ïóñòü ÷åëîâåê, ñòàðòóÿ ñ êàêîé-òî ñòó-
ïåíüêè, ñäåëàë â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè íåêîòîðîå
÷èñëî øàãîâ è ïîñëåäíèì èç ýòèõ øàãîâ ïîêèíóë
ëåñòíèöó. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
÷åëîâåê ñîøåë ñ ëåñòíèöû íà êðûøó, ò.å. ïîêèíóë
ëåñòíèöó ÷åðåç âåðõíþþ ñòóïåíüêó.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ñòóïåíüêó, êîòîðóþ ÷åëîâåê ïîñå-
òèë íåîäíîêðàòíî (õîòÿ áû äâàæäû). Òàê êàê ñðàçó
ïîñëå óõîäà ñ íåå óêàçàòåëü-ñòðåëêà íà ñòóïåíüêå
ìåíÿåò íàïðàâëåíèå, òî øàãè, êîòîðûå äåëàë ÷åëîâåê ñ
ýòîé ñòóïåíüêè, ïîïåðåìåííî íàïðàâëåíû òî ââåðõ, òî
âíèç, ò.å. êîëè÷åñòâà øàãîâ, ñäåëàííûå ñ êàêîé-ëèáî
ñòóïåíüêè ââåðõ è âíèç, ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà
1. Îáîçíà÷èì ýòî ðàññóæäåíèå P1. Äàëåå, åñëè ïîñëåä-
íèé øàã ñ êàêîé-ëèáî ñòóïåíüêè ÷åëîâåê ñäåëàë ââåðõ,
òî ñóììàðíîå ÷èñëî øàãîâ âíèç ñ ýòîé ñòóïåíüêè íå
áîëüøå, ÷åì ñóììàðíîå ÷èñëî õîäîâ ââåðõ (äîêàæèòå
ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Ýòî ðàññóæäåíèå îáîçíà÷èì Ð2.
À òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ó1. Ñ k-é ñíèçó ñòóïåíüêè (äëÿ âñåõ 11 k n£ £ )
÷åëîâåê ñäåëàë íå áîëüøå (k – 1) øàãîâ âíèç è íå
áîëüøå k øàãîâ ââåðõ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k.
Äëÿ k = 1 (ò.å. ñàìîé íèæíåé ñòóïåíüêè) óòâåðæäåíèå
ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî.
Ïóñòü äëÿ k = ò óòâåðæäåíèå âåðíî, ò.å. ÷åëîâåê ñ
ò-é ñòóïåíüêè ñíèçó ñäåëàë íå áîëüøå (ò – 1) øàãîâ
âíèç è íå áîëüøå ò øàãîâ ââåðõ. Äîêàæåì, ÷òî ñî
ñëåäóþùåé, (m + 1)-é ñòóïåíüêè îí ñäåëàë íå áîëüøå

ò øàãîâ âíèç. Äëÿ ýòîãî ìåæäó m-é è (m + 1)-é
ñòóïåíüêàìè ìûñëåííî ïðîâåäåì ãðàíèöó è ïîñìîòðèì,
ñêîëüêî ðàç ÷åëîâåê ïåðåñåê åå ñíèçó ââåðõ è ñêîëüêî
– ñâåðõó âíèç. Ñíèçó ââåðõ – ýòî ÿñíî: íå áîëüøå ò ðàç.
À ñâåðõó âíèç? Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) «Ñòàðòîâàÿ» ñòóïåíüêà íàõîäèòñÿ âûøå ãðàíèöû,
ò.å. ÷åëîâåê íà÷àë äâèæåíèå è ôèíèøèðîâàë íàä
ãðàíèöåé. Íî òîãäà ÿñíî, ÷òî îí îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç
ïåðåñåê ãðàíèöó ñâåðõó âíèç è ñíèçó ââåðõ. Ïîýòîìó
÷èñëî øàãîâ ñâåðõó âíèç ÷åðåç ãðàíèöó íå áîëüøå ò.
2) «Ñòàðòîâàÿ» ñòóïåíüêà íàõîäèòñÿ íèæå ãðàíèöû,
ò.å. ÷åëîâåê íà÷àë äâèæåíèå ïîä ãðàíèöåé, à ôèíèøè-
ðîâàë íàä ãðàíèöåé. Íî òîãäà îí ïåðåñåê ãðàíèöó ñíèçó
ââåðõ íà 1 ðàç áîëüøå, ÷åì ñâåðõó âíèç. Ïîýòîìó ÷èñëî
øàãîâ ñâåðõó âíèç ÷åðåç ãðàíèöó íå áîëüøå (ò – 1),
÷òî, êîíå÷íî, òîæå íå áîëüøå ò.
Èòàê, êîëè÷åñòâî øàãîâ ñ (m + 1)-é ñòóïåíüêè âíèç íå
áîëüøå ò. Òîãäà, â ñèëó P1, ÷èñëî øàãîâ ñ (ò + 1)-é
ñòóïåíüêè ââåðõ íå áîëüøå (ò + 1).
Óòâåðæäåíèå Ó1 äîêàçàíî: ñ k-é ñíèçó ñòóïåíüêè
÷åëîâåê ñäåëàë íå áîëüøå (k — 1) øàãîâ âíèç è íå áîëåå
k øàãîâ ââåðõ, à âñåãî – íå áîëåå (2k – 1) øàãîâ.
Òåïåðü ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûé àíàëèç, îòñ÷èòûâàÿ ñòó-
ïåíüêè ñâåðõó, ò.å. äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Ó2. Ñ k-é ñâåðõó ñòóïåíüêè (äëÿ âñåõ 1 k n£ £ )
÷åëîâåê ñäåëàë íå áîëüøå k øàãîâ âíèç è íå áîëüøå k
øàãîâ ââåðõ.
Äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ìîæíî ïðîâåñòè èíäóêöèåé ïî k
(ïðîäåëàéòå ýòî, âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì Ð2).
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñ k-é ñâåðõó ñòóïåíüêè ÷åëîâåê ñäåëàë
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íå áîëüøå k øàãîâ âíèç è íå áîëåå k øàãîâ ââåðõ, à âñåãî
– íå áîëåå 2k øàãîâ.
×åãî æå ìû äîñòèãëè? Ìû îãðàíè÷èëè ñâåðõó ÷èñëî
øàãîâ ñ êàæäîé ñòóïåíüêè, ïðè÷åì äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Íàïðèìåð, ÷èñëî øàãîâ ñ ñàìîé íèæíåé ñòóïåíüêè
ñîãëàñíî Ó1 íå ïðåâûøàåò 1, à ñîãëàñíî Ó2 íå ïðå-

âûøàåò 2n, ò.å. «â öåëîì» íå ïðåâûøàåò min(1, 2n) –
òàê ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàèìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë.
Äëÿ âòîðîé ñíèçó ñòóïåíüêè ÷èñëî øàãîâ íå áîëüøå
min(3, 2n – 2), äëÿ òðåòüåé – íå áîëüøå min(5, 2ï –
– 4) è òàê äàëåå, âïëîòü äî ñàìîé âåðõíåé ñòóïåíüêè,

äëÿ êîòîðîé ÷èñëî øàãîâ íå áîëüøå min(2n – 1, 2).
ßñíî, ÷òî åñëè ïåðåáèðàòü ñòóïåíüêè ñíèçó ââåðõ, òî
ïåðâîå ÷èñëî â ñêîáêàõ áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü,
à âòîðîå – óìåíüøàòüñÿ. Ïîýòîìó äëÿ êàêîé-òî «íèæ-
íåé ÷àñòè» ñòóïåíåê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå – ïåðâîå,
à äëÿ îñòàëüíûõ («âåðõíåé ÷àñòè») – âòîðîå. Îïðå-
äåëèìñÿ, ãäå ãðàíèöà «âîäîðàçäåëà». Ðàññìîòðèì k-þ
ñòóïåíüêó ñíèçó. Åå íîìåð, åñëè îòñ÷èòûâàòü ñâåðõó,
ðàâåí (n – k + 1), ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî ñ íåå

ñäåëàíî íå áîëüøå min(2k – 1, 2n – 2k + 2) øàãîâ.
Åñëè ïðèðàâíÿòü îáà ÷èñëà â ñêîáêàõ, òî ïîëó÷èì

2k – 1 = 2n – 2k + 2, îòêóäà íàéäåì «ãðàíè÷íîå

çíà÷åíèå»: ã!

2 3

4

2

k
+

= . Òàêèì îáðàçîì, åñëè íîìåð

ñòóïåíüêè (ñíèçó) 
2 3

4

n
k

+
< , òî (min 2 1, 2k n- -

)2 2 2 1k k- + = - , åñëè æå 
2 3

4

n
k

+
> , òî (min 2k -

)1, 2 2 2 2 2 2n k n k- - + = - + . Ïîíÿòíî, ÷òî ðàâåíñòâî

2 3

4

n
k

+
=  íåâîçìîæíî, òàê êàê 

2 3

4

n +
 – íå öåëîå

÷èñëî (÷èñëèòåëü íå÷åòíûé!).

Ïóñòü ï – ÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. ï = 2ò (ò – íàòóðàëüíîå).

Òîãäà ã!

2 3 3

4 4

n
k m

+
= = + . Ïîñåìó äëÿ k m£  ÷èñëî

øàãîâ ñ k-é ñòóïåíüêè íå ïðåâûøàåò (2k – 1), ò.å. ïðè

âîçðàñòàíèè k âîçðàñòàåò îò 1 äî (2ò – 1) ñ óâåëè÷åíè-

åì íà 2, à äëÿ 1k m≥ +  ÷èñëî øàãîâ ñ k-é ñòóïåíüêè íå
ïðåâûøàåò 2n – 2k + 2 = 4m – 2k + 2, ò.å. ïðè âîç-
ðàñòàíèè k óáûâàåò îò 2ò äî 2 ñ óìåíüøåíèåì íà 2.
Èòîãî, ñóììàðíîå ÷èñëî øàãîâ, ñäåëàííûõ ñî âñåõ
ñòóïåíåê, ðàâíî

( )( ) ( )( )1 3 2 1 2 2 2 2S m m m… …= + + + - + + - + + =

= 
( )1

1 2 2 1 2
2

n n
m n

+
+ + + = + + + =… … .

Ïóñòü òåïåðü ï – íå÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. ï = 2ò – 1 (m –

íàòóðàëüíîå). Òîãäà ã!

2 3 1

4 4

n
k m

+
= = + . Ïîýòîìó äëÿ

k m£  ÷èñëî øàãîâ ñ k-é ñòóïåíüêè íå ïðåâûøàåò

(2k – 1), ò.å. ïðè âîçðàñòàíèè k âîçðàñòàåò îò 1 äî

(2ò – 1) ñ óâåëè÷åíèåì íà 2, à äëÿ 1k m≥ +  ÷èñëî

øàãîâ ñ k-é ñòóïåíüêè íå ïðåâûøàåò

2n – 2k + 2 – 4m – 2k + 2, ò.å. ïðè âîçðàñòàíèè k óáûâàåò
îò (2m – 2) äî 2 ñ óìåíüøåíèåì íà 2. Èòîãî, ñóììàðíîå

÷èñëî øàãîâ, ñäåëàííûõ ñî âñåõ ñòóïåíåê, ðàâíî

 ( )( ) ( ) ( )( )1 3 2 1 2 2 2 4 2S m m m… …= + + + - + - + - + + =

= ( )
( )1

1 2 2 1 1 2
2

n n
m n

+
+ + + - = + + + =… … .

Êàê âèäíî, è äëÿ ÷åòíîãî, è äëÿ íå÷åòíîãî n ñóììàðíîå
÷èñëî øàãîâ, ñäåëàííûõ ÷åëîâåêîì, íå ïðåâûøàåò

( )1

2

n n +
. Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé øòðèõ: äëÿ êàæäîãî n

ïðèâåñòè  ïðèìåð íà÷àëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ óêàçàòå-
ëåé è èñõîäíîãî ìåñòîíàõîæäåíèÿ ÷åëîâåêà íà ëåñò-
íèöå.
Ïðèìåðû ýòè ðàçëè÷íû äëÿ ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ï.
Åñëè n – ÷åòíîå (ò.å. n = 2m), òî ñëåäóåò íà ò íèæíèõ
ñòóïåíüêàõ óñòàíîâèòü óêàçàòåëè ââåðõ, à íà ò âåðõ-
íèõ – âíèç. «Ñòàðòîâàÿ» ñòóïåíüêà – ëþáàÿ èç äâóõ,
íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè öåíòðà ëåñòíèöû (ò.å. m-ÿ èëè
(m + 1)-ÿ ñíèçó).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ÷èñëî øàãîâ çäåñü ðàâíî èìåííî 
( )1

2

n n +
.

Ýòî ñäåëàòü «â ëîá» íå òàê-òî ïðîñòî, ïîýòîìó âíîâü
ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ï ñ óâåëè÷åíèåì 2, íà÷èíàÿ
îò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ 2.
Ïóñòü ëåñòíèöà èìååò òîëüêî n = 2 ñòóïåíüêè. Èçîáðà-
çèì ñõåìàòè÷íî, ê ÷åìó ýòî ïðèâåäåò. Óäîáíåå óñëîâíî
ðàñïîëîæèòü ëåñòíèöó ãîðèçîíòàëüíî (ñ÷èòàÿ, ÷òî çåì-
ëÿ íàõîäèòñÿ ñëåâà, à êðûøà – ñïðàâà). Ïðè ýòîì
ñòóïåíüêè (à òàêæå çåìëþ è êðûøó) èçîáðàçèì â âèäå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, è â êàæäîì èç íèõ áóäåì ïîêàçûâàòü
íàïðàâëåíèÿ ñòðåëîê-óêàçàòåëåé (åñòåñòâåííî, åñëè
ñòðåëêà ïîêàçûâàåò âïðàâî, òî ýòî ñ÷èòàåòñÿ ââåðõ, à
åñëè âëåâî – òî âíèç). Çíàêîì «+» îòìåòèì òåêóùåå
ïîëîæåíèå ÷åëîâåêà. Òîãäà äëÿ n – 2 ïîëó÷èòñÿ âîò ÷òî:

Êàê âèäíî, äëÿ äâóõ ñòóïåíåê ÷èñëî øàãîâ äåéñòâè-

òåëüíî ðàâíî 
( )2 2 1

3
2

+
= . Ïðè ýòîì ïîñëå ñõîäà ÷åëî-

âåêà ñ ëåñòíèöû íà êðûøó âñå óêàçàòåëè-ñòðåëêè
îñòàëèñü íàïðàâëåíû âíèç.
Ïóñòü òî æå âåðíî äëÿ m = k ñòóïåíåê, ò.å. ÷åðåç

( )1

2

k k +
 øàãîâ ÷åëîâåê ñîéäåò íà êðûøó, ïðè÷åì ïîñëå

ýòîãî âñå ñòðåëêè áóäóò íàïðàâëåíû âíèç. Äîáàâèì ê
òàêîé ëåñòíèöå åùå 2 ñòóïåíüêè: îäíó ñíèçó è îäíó
ñâåðõó, ïðè÷åì íà íèæíåé ñòóïåíüêå óêàçàòåëü íàïðà-
âèì ââåðõ, à íà âåðõíåé – âíèç. Ïîñìîòðèì, ÷òî
ïîëó÷èòñÿ. Òàê êàê âïåðâûå ÷åëîâåê ïîêèíåò ïðåäåëû

ëåñòíèöû èç k ñòóïåíåê òîëüêî íà 
( )1

2

k k +
-ì øàãå, òî

äî òåõ ïîð ÷åëîâåê íèêàê íå çàòðîíåò äîáàâëåííûå

ñòóïåíüêè, è ëèøü 
( )1

2

k k +
-ì øàãîì ñòàíåò íà âåðõ-



Ô1973. Êàìåíü áðîñàþò ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó,
ïðèäàâ åìó íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v . Òî÷êà ïàäåíèÿ
êàìíÿ íà Í íèæå òî÷êè áðîñêà. Âåêòîð ñêîðîñòè
êàìíÿ â ïîëåòå ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Íàéäèòå ìàêñèìàëü-
íîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ýòîãî
âðàùåíèÿ. Çåìëÿ, êàê èçâåñòíî, ïëîñêàÿ; ñ÷èòàéòå,
÷òî âîçäóõà íà íåé íåò.

Ïîëíîå óñêîðåíèå ëåòÿùåãî êàìíÿ âñå âðåìÿ íàïðàâëå-
íî âíèç è ðàâíî g. Âåêòîð ñêîðîñòè v

�

 óâåëè÷èâàåòñÿ ïî
ìîäóëþ çà ñ÷åò êàñàòåëüíîé ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ ta , à
ïîâîðà÷èâàåò åãî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ

na . Ïðè ýòîì çà ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè τ  óãîë
ïîâîðîòà ñîñòàâëÿåò na vΔϕ τ=  è óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ ðàâíà na vω Δϕ τ= = . Îáîçíà÷èì óãîë
ìåæäó âåðòèêàëüþ è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè
÷åðåç β . Ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêî-

ðîñòè âñå âðåìÿ îäíà è òà æå, òîãäà 0 cos
sin

v

v

α
β =

è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ ðàâíà a
n
 =

0 cos
sin

gv
g

v

α
β= = . Çíà÷èò, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-

ùåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ñîñòàâëÿåò

0

2

cos
n

a gv

v v

α
ω = = .

Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ýòîé óãëîâîé ñêîðîñòè ïîëó-
÷àåòñÿ â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè, ãäå ñêîðîñòü òåëà
ìèíèìàëüíà – òàì åñòü òîëüêî åå ãîðèçîíòàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ:

max

0 cos

g

v
ω

α
= .

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïîëó÷èòñÿ â
ñàìîé íèæíåé òî÷êå òðàåêòîðèè, ãäå êâàäðàò ïîëíîé

ñêîðîñòè ìàêñèìàëåí è ñîñòàâëÿåò 2 2

0 2v v gH= + , ïðè
ýòîì

0

min 2

0

cos

2

gv

v gH

α
ω =

+
.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1974. Ïî ãëàäêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó ìîæåò
äâèãàòüñÿ êóá ìàññîé Ì. Íà íåì íàõîäèòñÿ äðóãîé
êóá — ïîìåíüøå, åãî ìàññà m. Íà êóáû äåéñòâóþò
ãîðèçîíòàëüíûå ñèëû: F – íà íèæíèé è f – íà âåðõíèé.
Ñèëû ýòè ïàðàëëåëüíû, ïðèëîæåíû ê öåíòðàì êóáîâ
è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ
êóáîâ. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó âåðõíèì è íèæ-
íèì òåëàìè μ . Êóáû äâèãàþòñÿ ïîñòóïàòåëüíî, íå
âðàùàÿñü.

Íàïðàâëåíèÿ ñèë òðåíèÿ – ñî ñòîðîíû âåðõíåãî êóáà
íà íèæíèé è ñî ñòîðîíû íèæíåãî êóáà íà âåðõíèé –
îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì: åñëè F/M >
> f/m, òî âåðõíèé êóá ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ îòñòà-
âàë áû îò íèæíåãî; çíà÷èò, íà íåãî ñèëà òðåíèÿ
äåéñòâóåò «âïåðåä» – â ñòîðîíó ñèëû f, à íà áîëüøîé
êóá äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ íàçàä. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîýôôèöèåíòå
òðåíèÿ êóáû åäóò âìåñòå ñ óñêîðåíèåì

F f
a

M m

+
=

+

.

íþþ èç íèõ (îíà «ïîÿâèëàñü» âìåñòî êðûøè). Ïîýòîìó
ìîæíî èçîáðàçèòü, êàê òåïåðü âûãëÿäèò âñÿ êàðòèíêà:

Äàëåå, êàê âèäèì, íà ëåñòíèöå (k + 1) ñòðåëîê ïîäðÿä
(íà âñåõ ñòóïåíüêàõ, êðîìå ñàìîé íèæíåé) íàïðàâëåíû
âíèç, è ÷åëîâåê ñòîèò íà ñàìîé âåðõíåé ñòóïåíüêå.
Î÷åâèäíî, òåïåðü îí, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðåëêàìè,
ñäåëàåò ïîäðÿä (k + 1) øàãîâ âíèç, ïåðåáðàâøèñü íà
ñàìóþ íèæíþþ ñòóïåíüêó, è âîò ÷òî ïîëó÷èòñÿ:

Òåïåðü âñå (k + 2) ñòðåëîê óêàçûâàþò ââåðõ, è ÷åëîâåê
ñòîèò íà ñàìîé íèæíåé ñòóïåíüêå. ßñíî, ÷òî, ñäåëàâ
ñëåäóþùèå (k + 2) øàãîâ, îí âûéäåò íà êðûøó. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè íàøó ëåñòíèöó èç k ñòóïåíåê íàðàñòèòü
åùå äâóìÿ (ñâåðõó è ñíèçó), òî âñåãî ÷åëîâåê ñäåëàåò

( )
( ) ( )

( ) ( )1 2 3
1 2

2 2

k k k k
k k

+ + +
+ + + + =  øàãîâ, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.
Ñ ÷åòíûìè n ðàçîáðàëèñü.
Åñëè æå n – íå÷åòíîå (ò.å. n = 2ò – 1), òî çäåñü
ñòàðòîâàÿ ñòóïåíüêà – öåíòðàëüíàÿ ñòóïåíüêà ëåñòíè-
öû (m-ÿ ñíèçó, îíà æå m-ÿ ñâåðõó). Óêàçàòåëè íà
ñòóïåíüêàõ, íàõîäÿùèõñÿ íèæå ñòàðòîâîé, ïåðâîíà-
÷àëüíî ïîêàçûâàþò ââåðõ, à íà ñòóïåíüêàõ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ âûøå ñòàðòîâîé, – âíèç. Íàïðàâëåíèå óêàçàòå-
ëÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà ñòàðòîâîé ñòóïåíüêå, çíà÷åíèÿ
íå èìååò. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàïðàâèì åãî òîæå âíèç
è àíàëîãè÷íîé èíäóêöèåé ïî n  óáåäèìñÿ, ÷òî ÷åëîâåê

ñäåëàåò ðîâíî 
( )1

2

n n +
 øàãîâ.

Ñíà÷àëà – ñëó÷àé ñ íàèìåíüøèì n = 1. Çäåñü âñå
íàñòîëüêî î÷åâèäíî, ÷òî ðèñîâàòü ñõåìó è íå íàäî:

ïîñëå 
( )1 1 1

1
2

+
=  õîäà ÷åëîâåê îêàæåòñÿ íà êðûøå, à

ñòðåëêà íà åäèíñòâåííîé ñòóïåíüêå áóäåò ïîêàçûâàòü
âíèç.
Ïóñòü òî æå âåðíî äëÿ n = k ñòóïåíåê, ò.å. è äëÿ íå-

÷åòíîãî k ÷åðåç 
( )1

2

k k +
 øàãîâ ÷åëîâåê ñîéäåò íà êðû-

øó, ïðè÷åì ïîñëå ýòîãî âñå ñòðåëêè áóäóò íàïðàâëåíû
âíèç. Äîáàâèì ê òàêîé ëåñòíèöå åùå 2 ñòóïåíüêè: îäíó
ñíèçó è îäíó ñâåðõó, ïðè÷åì íà íèæíåé ñòóïåíüêå
óêàçàòåëü íàïðàâèì ââåðõ, à íà âåðõíåé – âíèç. È
ïîëó÷èòñÿ òà æå êàðòèíà, ÷òî è äëÿ ÷åòíîãî k, ò.å. â
äàëüíåéøåì ðàññóæäåíèÿ çäåñü àáñîëþòíî òàêèå æå,
÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, òàê ÷òî ïîâòîðÿòüñÿ íå
áóäåì.
Èòàê, ïðèìåð ïðèâåäåí, âñå â ïîðÿäêå.

È.Àêóëè÷
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 120

Óñëîâèå ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ êóáîâ: 1μ μ≥ , ãäå 1μ  –
«ãðàíè÷íîå» çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ, îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì

1 1F mg f mg

M m

μ μ- +
= ,

îòêóäà íàõîäèì

( )1

Fm fM

mg M m
μ

-
=

+
.

Åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåíüøå ýòîãî «ãðàíè÷íîãî»
çíà÷åíèÿ, òî óñêîðåíèÿ êóáîâ íàõîäÿòñÿ ñîâñåì ïðîñòî:
íèæíèé êóá äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì

1

M

F mg
a

M

μ-
= ,

âåðõíèé – ñ óñêîðåíèåì

1

m

f mg
a

m

μ+
= .

Åñëè æå F M f m< , òî âåðõíèé êóá ïûòàåòñÿ îáîãíàòü
íèæíèé, íàïðàâëåíèÿ ñèë òðåíèÿ ìåíÿþòñÿ íà ïðîòè-
âîïîëîæíûå, óñêîðåíèå ïðè ñîâìåñòíîì äâèæåíèè íå
èçìåíÿåòñÿ, à ïðè íåäîñòàòî÷íî áîëüøîì òðåíèè óñêî-
ðåíèÿ ñîñòàâëÿþò

2

M

F mg
a

M

μ+
=  è 2

m

f mg
a

m

μ-
= ,

ïðè ýòîì «ãðàíè÷íîå» çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
ðàâíî

( )2

fM Fm

mg M m
μ

-
=

+
.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1975. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1, ãðóçû
èìåþò îäèíàêîâûå ìàññû, áëîêè è íèòè î÷åíü ëåãêèå,
íèòè íåðàñòÿæèìû, ñâîáîäíûå èõ êóñêè âåðòèêàëü-

íû. Íàéäèòå óñêîðåíèÿ áëîêîâ. Îñü ñàìîãî âåðõíåãî
áëîêà çàêðåïëåíà.

Îáîçíà÷èì ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êå À áóêâîé Ò
(ðèñ.2). Òîãäà ëåãêî âûðàçèòü âñå îñòàëüíûå ñèëû
íàòÿæåíèÿ – îíè ïîêàçàíû íà ÷åðòåæå. Íàïðàâèì âíèç
îñü êîîðäèíàò Õ, âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò íà óðîâíå
îñè âåðõíåãî áëîêà, êîîðäèíàòû îñåé îñòàëüíûõ áëî-
êîâ îáîçíà÷èì 

1 2 3, ,x x x . Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâÿçàòü ìåæäó
ñîáîé óñêîðåíèÿ îñåé áëîêîâ, âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì
íåðàñòÿæèìîñòè íèòè – ñóììà äëèí ñâîáîäíûõ êóñêîâ
íèòè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (ïîêà êàêîé-íèáóäü ãðóç
íå «óïðåòñÿ» â áëîê, òàê ÷òî ðåøàòü çàäà÷ó íóæíî
áûñòðî...). Âûðàçèì ñóììó äëèí ñâîáîäíûõ êóñêîâ
íèòè ÷åðåç êîîðäèíàòû îñåé áëîêîâ:

( ) ( )1 2 2 1 3 1x x x x x x+ + - + - + ( )3 2 constx x- = ,

èëè

1 2 32 constx x x- + + = .

Îòñþäà âèäíà ñâÿçü ìåæäó óñêîðåíèÿìè îñåé:

1 2 32a a a= +

(ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå – âíèç).
Óñêîðåíèå âåðõíåãî ãðóçà ðàâíî 1a , íî íàïðàâëåíî
ïðîòèâ ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè êîîðäèíàò,
óñêîðåíèÿ äâóõ íèæíèõ ãðóçîâ òàêèå æå, êàê ó áëîêà,
ê êîòîðîìó îíè ïðèâÿçàíû. Óñêîðåíèå a  ïðàâîãî ãðóçà
òàêæå ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç óñêîðåíèÿ îñåé áëîêîâ:

1 22a a a= - .

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ãðóçîâ:

1T mg ma- = ,

( )1 22T mg ma m a a+ = = - ,

32 4 2mg T ma- = .

Îòñþäà íàõîäèì

1 0,6a g= - , 2a g= - , 3 0,2a g= .

Óñêîðåíèÿ 1a  è 2a  íàïðàâëåíû ââåðõ, 3a  – âíèç.
Êñòàòè, ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè â òî÷êå À ñîñòàâëÿåò T =
= 0,4mg.

À.Áëîêîâ

Ô1976. Íàñåëåíèå Çåìíîãî øàðà ñîñòàâëÿåò â íàøè
äíè ïðèáëèçèòåëüíî 4,5 ìèëëèàðäà ÷åëîâåê. Ñêîëüêî
êèëîãðàììîâ âîçäóõà ïðèõîäèòñÿ íà êàæäîãî ÷åëî-
âåêà?

Àòìîñôåðà äîâîëüíî òîíêàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì
Çåìëè), ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïëîùàäêó S
äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ F = pS, êîòîðàÿ ðàâíà ñèëå
òÿæåñòè mg, ãäå m – ìàññà âîçäóõà íàä ïëîùàäêîé.
(Åñëè áû ñóùåñòâåííàÿ äîëÿ àòìîñôåðíîãî âîçäóõà
ðàñïîëàãàëàñü íà áîëüøèõ âûñîòàõ, íàì ïðèøëîñü áû
ó÷èòûâàòü óìåíüøåíèå óñêîðåíèÿ òÿãîòåíèÿ íà òàêèõ
ðàññòîÿíèÿõ.) Òîãäà ìàññó àòìîñôåðû ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

pS
m

g
= =

2
5 7

1810 4 10
4  *ã 5 10  *ã

9,8 2
π

π
Ê ˆ◊

◊ ª ◊
Á ˜
Ë ¯

(ìû ó÷ëè, ÷òî äëèíà îêðóæíîñòè Çåìëè ïî ýêâàòîðó
ñîñòàâëÿåò 40000 êì ðîâíî!).Ðèñ. 2Ðèñ. 1
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9

9

5 10
 *ã 10  *ã

4,5 10
mΔ ◊

= ª

◊
.

Äîâîëüíî ìíîãî...
À.Ìàëüòóñîâ

Ô1977. Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë âîç-
äóõà â êîìíàòå 500 ì/ñ, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
0,01 ìì. Â äàííûé ìîìåíò âûáðàííàÿ äëÿ íàáëþäå-
íèÿ ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ ïîñðåäèíå êâàäðàòíîé êîì-
íàòû ïëîùàäüþ  

225 ì . Îöåíèòå ñðåäíåå âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå äëÿ åå ïóòåøåñòâèÿ äî îäíîé èç ñòåí.

Åñëè áû ÷àñòèöà íå ìåíÿëà íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè
óäàðàõ î äðóãèå ÷àñòèöû, îíà äîáðàëàñü áû äî ñòåíêè
ñîâñåì áûñòðî – çà âðåìÿ

5 ì
0,01 c

500 ì “

L
t

v
= = = .

(Ìû âçÿëè «ñðåäíåå» ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè – ïðè
ïëîùàäè êîìíàòû 25 êâàäðàòíûõ ìåòðîâ ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà êîìíàòû äî áëèæàéøåé òî÷êè ñòåíû 2,5 ì, äî
óãëà, ò.å. äî ñàìîé óäàëåííîé òî÷êè ýòîé ñòåíû, áîëüøå
8,5 ì, âîçüìåì äëÿ ãðóáîé îöåíêè 5 ì.)
Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü, ñêîëüêî íóæíî âðåìåíè äëÿ ïðîëå-
òà (âåðíåå – ïðîïîëçàíèÿ) ýòîãî ðàññòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì
ñîóäàðåíèé ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì, êàê äîáàâëÿ-
åòñÿ ê óæå ïðîéäåííîìó ïóòè nL  î÷åðåäíîé «êóñî÷åê»
d = 0,01 ìì – äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Âîñïîëüçóåì-
ñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ

1nL
+

 îò íà÷àëüíîé òî÷êè ïóòåøåñòâèÿ äî òî÷êè ðàñïî-
ëîæåíèÿ ÷àñòèöû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ (n + 1) ó÷àñòêà
äëèíîé d êàæäûé:

2 2 2

1 2 cosn n nL L d L d ϕ
+

= + - ,

ãäå ϕ  – óãîë ìåæäó ïåðåìåùåíèåì nL
��

 äî ïðèáàâëåíèÿ

î÷åðåäíîãî ó÷àñòêà è íîâûì îòðåçêîì äëèíîé d. Óãîë
ϕ  ìîæåò áûòü ëþáûì â ïðåäåëàõ îò 0 äî 180∞ , ñðåäíåå
çíà÷åíèå êîñèíóñà ýòîãî óãëà ïîëó÷àåòñÿ íóëåâûì – ýòî
âïîëíå î÷åâèäíî, õîòÿ è íå î÷åíü ïðîñòî äîêàçàòü.
(Ñòàòüÿ, â êîòîðîé ýòîò âîïðîñ ðàçîáðàí, îïóáëèêîâà-
íà ïðèìåðíî 100 ëåò íàçàä. Ïîïðîáóéòå ñàìè íàéòè
àâòîðà ýòîé ðàáîòû ïî ó÷åáíèêàì èëè ñïðàâî÷íèêàì –
ãàðàíòèðóþ, ÷òî ïîëó÷èòå óäîâîëüñòâèå...)
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

2 2 2

1n nL L d
+

= + ,

òîãäà
2 2

nL nd= .

Îòñþäà ÷èñëî óäàðîâ ïðè ïðîõîæäåíèè äëèííîãî ïóòè

L áóäåò ðàâíî 2 2
n L d= , à âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ñîñòà-

âèò
2nd L

T
v dv

= = =
( )

2

5

5 ì
5000 “

10  ì 500 ì c
-

=

◊

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë â
âîçäóõå ïðè îáû÷íûõ óñëîâèÿõ âî ìíîãî ðàç ìåíüøå,
÷åì 0,01 ìì, ïîëó÷àåì âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ ìîëåêóëû èç
öåíòðà êîìíàòû äî ñòåíû ïðîñòî îãðîìíûì – íà
ïðàêòèêå äàæå î÷åíü íåçíà÷èòåëüíûå, ïðàêòè÷åñêè

íåîùóòèìûå, ïîòîêè âîçäóõà, êîòîðûå âñåãäà ïðîèñõî-
äÿò â êîìíàòå, ñîêðàùàþò âðåìÿ ïåðåìåøèâàíèÿ â
äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷ ðàç.

À.Òîìîâ

Ô1978. Ìåäíàÿ òîíêîñòåííàÿ ñôåðà ðàäèóñîì R
çàðÿæåíà, ïîëíûé çàðÿä ñôåðû Q. Íà ðàññòîÿíèè
R/3 îò öåíòðà ñôåðû íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä q,
à íà ðàññòîÿíèè 3R îò öåíòðà ñôåðû ïîìåùåí
òî÷å÷íûé çàðÿä 2q. Íàéäèòå ïîòåíöèàëû öåíòðà
ñôåðû è ñàìîé ñôåðû. Êàêîé çàðÿä ïðîòå÷åò ïî
òîíêîìó ïðîâîäó, åñëè ýòèì ïðîâîäîì ñôåðó çàçåì-
ëèòü?

Íàéòè ïîòåíöèàë öåíòðà ñôåðû ñîâñåì ïðîñòî – åãî
ñîçäàþò äâà òî÷å÷íûõ çàðÿäà q è 2q è çàðÿä Q,
«ðàçìàçàííûé» ïî ñôåðå:

ö

2

3 3

q q Q
k k k

R R R
ϕ = + + .

Ïîòåíöèàë ñàìîé ñôåðû íàéòè ÷óòü òðóäíåå, ïðèäåò-
ñÿ íåìíîãî ïîðàññóæäàòü. Äåéñòâèòåëüíî, íà âíóò-
ðåííåé ñòîðîíå ñôåðû ñîáèðàåòñÿ çàðÿä –q, ñèëîâûå
ëèíèè îò âíóòðåííåãî çàðÿäà q çàêàí÷èâàþòñÿ íà
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû, çàðÿä íàðóæíîé ïî-
âåðõíîñòè ñôåðû òåïåðü ðàâåí Q + q. Åñëè ìû óáå-
ðåì çàðÿäû q è –q âíóòðè ñôåðû, ïîëå ñíàðóæè íå
èçìåíèòñÿ, íå èçìåíèòñÿ è ïîòåíöèàë ñôåðû. À ïî-
ñ÷èòàòü åãî áóäåò ñîâñåì ïðîñòî – òåïåðü âíóòðè
ñôåðû ïîëÿ íåò, ìû ìîæåì ñäåëàòü ðàñ÷åò äëÿ ëþáîé
âíóòðåííåé òî÷êè, íî óäîáíî âçÿòü öåíòð. Òîãäà ïî-
òåíöèàë ñôåðû áóäåò

“-

2

3

q Q q
k k

R R
ϕ

+
= + .

Åñëè ìû çàçåìëèì ñôåðó, åå ïîòåíöèàë ñòàíåò ðàâíûì
íóëþ, òàê ÷òî ðàññ÷èòàòü «óòåêøèé» çàðÿä xQ  ñîâñåì
ïðîñòî:

2
0

3

xQ q Qq
k k

R R

+ -
= + ,

îòêóäà
5

3
xQ Q q= + .

Ô.Èçèêîâ

Ô1979. Â èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1 öåïè êîíäåíñà-
òîðû îäèíàêîâû, åìêîñòü êàæäîãî Ñ = 100 ìêÔ,
ðåçèñòîð èìååò ñîïðîòèâëåíèå R = 100 êÎì, áàòà-
ðåéêà ñ ÝÄÑ 10 B=E  îáëàäàåò âíóòðåííèì ñîïðî-
òèâëåíèåì r = 1 Îì. Öåïü çàìûêàþò. Êàêîé òîê
òå÷åò ïî ðåçèñòîðó ÷åðåç
âðåìÿ 0,1 cτ =  ïîñëå âêëþ-
÷åíèÿ, è êàêîé òîê â ýòîò
æå ìîìåíò òå÷åò ÷åðåç áà-
òàðåéêó? Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ðåçè-
ñòîðå çà áîëüøîå âðåìÿ?

Ïîñëå çàìûêàíèÿ öåïè êîí-
äåíñàòîðû áûñòðî çàðÿæà-
þòñÿ, à òîê ÷åðåç ðåçèñòîð
î÷åíü ìàë. Äåéñòâèòåëüíî, Ðèñ. 1
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òîêè çàðÿäà â ñàìîì íà÷àëå
îïðåäåëÿþòñÿ ìàëåíüêèì
âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
áàòàðåéêè: «õàðàêòåðíîå âðå-
ìÿ çàðÿäà» ðàâíî ïðîèçâåäå-
íèþ îáùåé åìêîñòè, ìîæíî
ïðèìåðíî âçÿòü åå ðàâíîé Ñ,
è ñîïðîòèâëåíèÿ r – ïîëó÷èò-
ñÿ 4

10  crC -
= , ÷òî íàìíîãî

ìåíüøå 0,1 ñ, çàäàííûõ â
óñëîâèè çàäà÷è. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, 5 4
10 10  c 10 cRC -

= ◊ =  – ýòî íàìíîãî áîëüøå
çàäàííîãî èíòåðâàëà 0,1 ñ.
Ñäåëàåì ðàñ÷åò – èñïîëüçóåì ìåòîä óçëîâûõ ïîòåíöè-
àëîâ (ðèñ.2). Ïóñòü ÷åðåç ðåçèñòîð ïðîòåê çàðÿä q,
ïîòåíöèàëû óçëîâ îáîçíà÷èì v è u, ïîòåíöèàë âåðõíåé
òî÷êè V – ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ìàëîì âíóòðåííåì
ñîïðîòèâëåíèè è ìàëîì òîêå áàòàðåéêè V = 10 Â. Åñëè
÷åðåç ðåçèñòîð ïðîòåê çàðÿä q, òî ñóììàðíûé çàðÿä
îáêëàäîê, ïîòåíöèàë êîòîðûõ îáîçíà÷åí u, ðàâåí q:

( )C v u Cu q- + = .

Ñóììàðíûé çàðÿä îáêëàäîê ñ ïîòåíöèàëîì v âñå âðåìÿ
ðàâåí íóëþ:

( ) ( ) 0Cv C v u C v V+ - + - = .

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì

3

5 5

V q
u

C
= + , 

2

5 5

V q
v

C
= + .

Âèäíî, ÷òî ïðè q = 0 – çà âðåìÿ 0,1 ñ çàðÿä ÷åðåç
ðåçèñòîð ïðàêòè÷åñêè «íå ïðîøåë» – ïîòåíöèàë íèæ-
íåãî êîíöà ðåçèñòîðà ñîñòàâëÿåò 0,2V = 2 Â, âåðõíèé
âûâîä ðåçèñòîðà èìååò ïîòåíöèàë V = 10 Â. Ïîýòîìó
òîê ÷åðåç ðåçèñòîð â èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò ðàâåí

0,8
0,08 ì`R

V
I

R
= = .

Çà âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ çàðÿäà q ÷åðåç ðåçèñòîð ñóì-
ìàðíûé çàðÿä äâóõ íèæíèõ êîíäåíñàòîðîâ óâåëè÷èëñÿ

íà 
3

0,8
5 5

q q
C q

C C

Ê ˆ
+ =Á ˜

Ë ¯
. ßñíî, ÷òî ÷åðåç áàòàðåéêó

ïðîòåê èìåííî ýòîò çàðÿä. Îí ïîëó÷èëñÿ ìåíüøå
çàðÿäà q – âåðõíèé êîíäåíñàòîð íåìíîãî ðàçðÿäèëñÿ,
÷àñòü åãî çàðÿäà ïðîøëà ÷åðåç áàòàðåéêó «íàçàä».
Çíà÷èò, òîê ÷åðåç áàòàðåéêó ðàâåí

K 0,8 0,064 RI I= = ìÀ.

Äëÿ ðàñ÷åòà êîëè÷åñòâà òåïëîòû, êîòîðîå âûäåëèòñÿ â
ðåçèñòîðå, çàïèøåì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà íåì êàê
ôóíêöèþ ïðîòåêøåãî ÷åðåç íåãî çàðÿäà:

0,6
0,8

q
V

C
Δϕ = - .

Âèäíî, ÷òî ýòî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ïîëíûé ïðîòåê-
øèé çà áîëüøîå âðåìÿ çàðÿä Q îáðàùàåò ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ â íîëü, îòêóäà ïîëó÷àåì

4

3

CV
Q = .

Òàêèì îáðàçîì, âûäåëèâøååñÿ â ðåçèñòîðå êîëè÷åñòâî

òåïëîòû ðàâíî

…=÷

1 1 4
0,8

2 2 3

CV
W Q VΔϕ= = ◊ ◊ =

28
5 ìd›

15
CV ª .

À.Çèëüáåðìàí

Ô1980. Â îäíîé ïëîñêîñòè ñ äëèííûì ïðÿìûì ïðîâî-
äîì çàêðåïëåíî ìàëåíüêîå ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî èç
î÷åíü òîíêîãî ïðîâîäà. Äèàìåòð êîëüöà d = 1 ñì,
öåíòð êîëüöà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè Í = 1 ì îò
ïðîâîäà, èíäóêòèâíîñòü êîëüöà L = 10 ìêÃí. Ïî
ïðîâîäó ïðîïóñêàþò ýëåêòðè÷åñêèé òîê – ñèëà òîêà
áûñòðî âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî I = 10 À. Êàêîé
óñòàíîâèâøèéñÿ òîê ïîòå÷åò ïî êîëüöó? Êàêàÿ ñèëà
ïðè ýòîì áóäåò äåéñòâîâàòü íà êîëüöî?

Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ïîëÿ äëèííîãî ïðÿìîãî ïðîâîäà
ñ òîêîì I íà ðàññòîÿíèè õ îò íåãî ðàâíà

0

2

I
B

x

μ
π

= .

Êîëüöî ìàëåíüêîå – ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì Í îò
ïðîâîäà, äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà áóäåì ñ÷èòàòü
ïîëå îäíîðîäíûì â ïðåäåëàõ êîëüöà. Êîíòóð ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèé, ïîýòîìó ïîëíûé ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç
íåãî äîëæåí îñòàòüñÿ íóëåâûì. Òîãäà ïîëó÷èì

2

0

*
2 4

I d
LI

H

μ π
π

= .

Îòñþäà íàéäåì óñòàíîâèâøèéñÿ òîê â êîëüöå:
2

50

* 1,5 10  A
8

Id
I

HL

μ
-

= ª ◊ .

Äëÿ ðàñ÷åòà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà êîëüöî, ïîëå óæå
íåëüçÿ ñ÷èòàòü îäíîðîä-
íûì – â ýòîì ñëó÷àå ñèëà
ïîëó÷èëàñü áû òî÷íî ðàâ-
íîé íóëþ. Óäîáíî âçÿòü
ìàëûå äèàìåòðàëüíî ïðî-
òèâîïîëîæíûå êóñî÷êè
êîëüöà (ñì. ðèñóíîê) –
ïðîåêöèè ñèë íà íàïðàâ-
ëåíèå âäîëü ïðîâîäà íàñ
íå èíòåðåñóþò, ïîíÿòíî,
÷òî â ñóììå îíè äàäóò
íîëü. Â ïðîåêöèè íà ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê ïðîâîäó
íàïðàâëåíèå ïîëó÷èì

1 1 *dF B I Rdϕ= , 2 2 *dF B I Rdϕ= ,

( )1 2 cosdF dF ϕ- =
( )

0 *

1
cos

2 cos
II R d

H R
μ ϕ ϕ

π ϕ
Ê
◊ -
Á

-Ë

– 
( )

1

2 cosH Rπ ϕ
ˆ
=

˜
+ ¯ ( )

2 2

0 *

2 2 2

cos

cos

II R d

H R

μ ϕ ϕ
π ϕ-

.

Ó÷òåì, ÷òî ðàäèóñ êîëüöà R íàìíîãî ìåíüøå Í, è
óïðîñòèì âûðàæåíèå:

( )
2 2

0 *
1 2 2

cos
cos

II R d
dF dF

H

μ ϕ ϕ
ϕ

π
- ª .

Íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå ñèëû ïî âñåì

Ðèñ. 2



÷àñòÿì îêðóæíîñòè, òîãäà ïîëíàÿ ñèëà áóäåò

2 2

20 * 0 *
2 2

cos
2

II R II R
F d

H H

μ μ
ϕ ϕ

π
= = =Ú

2 2 4

150

3
2,5 10  H

64

I d

H L

μ
-

= ª ◊ .

Ç.Ñèëüíîâ

Ô1981. Ê èñòî÷íèêó ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ (çâóêî-
âîé ãåíåðàòîð) ïîäêëþ÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ öåïü,
ñîñòîÿùàÿ èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí,
êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ = 1 ìêÔ è ðåçèñòîðà
ñîïðîòèâëåíèåì R. Áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷àñòîòó íà-
ïðÿæåíèÿ èñòî÷íèêà, ñîõðàíÿÿ íåèçìåííîé åãî àìïëè-
òóäó. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íàïðÿæåíèå, èçìåðåííîå
èäåàëüíûì âîëüòìåòðîì íà âûâîäàõ êîíäåíñàòîðà,
áóäåò ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû âíà÷àëå óâåëè÷èâàòü-
ñÿ, à çàòåì óìåíüøàòüñÿ? Íà êàêîé ÷àñòîòå íàïðÿ-
æåíèå êîíäåíñàòîðà îêàæåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïðè
R = 100 Îì?

Ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ R áóäåò ÿâíî âûðàæåííûé ðåçî-
íàíñ, ïðè áîëüøèõ ñîïðîòèâëåíèÿõ ïîëó÷èòñÿ ìîíîòîí-
íàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ñäåëàåì ðàñ÷åò.
Àìïëèòóäà òîêà â öåïè ðàâíà

2

21

U
I

L R
C

ω
ω

=

Ê ˆ
- +Á ˜

Ë ¯

,

à àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå ñîñòàâëÿåò

( )
2

2 2 2 2
1

C

I U
U

C
LC R C

ω ω ω
= =

- +

.

Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Ìàêñèìóì ïîëó-
÷èòñÿ, åñëè çíàìåíàòåëü èìååò ìèíèìóì â äèàïàçîíå
÷àñòîò. Ìîæíî èññëåäîâàòü è êâàäðàò çíàìåíàòåëÿ –
âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî ÷àñòîòå ω  è ïðèðàâíÿåì åå
íóëþ:

( )( )2 2 4 2 2 2
2 1L C R C LCω ω ¢

+ - + =

= ( )2 2 3 2 2
4 2 2 0L C R C LCω ω+ - = ,

îòêóäà
2 2

2

2 2

2

2

LC R C

L C
ω -

= .

Âèäíî, ÷òî ïðè 2 1,4 *nìR L C> ª  ìàêñèìóìà äëÿ
íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå íå ïîëó÷àåòñÿ.
Äëÿ ìàëîãî ñîïðîòèâëåíèÿ 100 Îì èç âûâåäåííîé

ôîðìóëû ïîëó÷èòñÿ ÷àñòîòà 1

1 997,5 cω -
=  – ÷óòü

íèæå «÷èñòîé» ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 1

0 1000 cω -
= .
À.Ïîâòîðîâ

Ô1982. Èñòî÷íèê ñâåòà, èìåþùèé î÷åíü ìàëåíüêèå
ðàçìåðû, äâèæåòñÿ âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè
ñîáèðàþùåé ëèíçû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à ëèíçà
äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó åìó ñ íåèçìåííîé ñêîðîñòüþ 2v.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ îêàçà-
ëàñü ïî âåëè÷èíå ðàâíîé v (âñå òðè ñêîðîñòè çàäàíû
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Íàé-

äèòå óâåëè÷åíèå, êîòîðîå äàåò ëèíçà â ýòîò ìîìåíò.
Ñ êàêèì óñêîðåíèåì äâèæåòñÿ â ýòîò ìîìåíò èçîá-
ðàæåíèå? Èçîáðàæåíèå ïîëó÷àþò íà ýêðàíå, ðàñïîëî-
æåííîì ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèí-
çû, ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

Ðå÷ü èäåò îá èçîáðàæåíèè íà ýêðàíå – çàäà÷à ïðè ýòîì
óïðîùàåòñÿ, íå íóæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè ìíèìûõ
èçîáðàæåíèé. ßñíî, ÷òî ñòîèò «ïåðåñåñòü íà ëèíçó»: â
ýòîì ñëó÷àå èñòî÷íèê äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 3v â
ñòîðîíó ëèíçó, à ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ ëèáî ðàâíà 3v
è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó îò ëèíçû, ëèáî ðàâíà v – â
çàâèñèìîñòè îò èñõîäíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà
äî ëèíçû â èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò ñîñòàâëÿåò 2F,
ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ ðàâåí ðàçìåðó èñòî÷íèêà, ò.å.
óâåëè÷åíèå ëèíçû ðàâíî

1Γ = - .

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ íåìíîãî ïîñ÷èòàòü. Èç
ôîðìóëû ëèíçû

1 1 1

d f F
+ =

ñëåäóåò, ÷òî

2 2

d f

d f

- ¢ ¢
= ,

ãäå «øòðèõîì» îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.
Ðàññòîÿíèå îò ëèíçû äî èñòî÷íèêà îòñ÷èòûâàåòñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, çíà÷èò, 3d v= -¢ . Åñëè

ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ ðàâíà v, òî 3f d= , è óâåëè-

÷åíèå â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî

1

3
Γ = - .

(Êñòàòè, è ïåðâûé ñëó÷àé ñ ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè
ìîæíî áûëî àíàëèçèðîâàòü ïðè ïîìîùè ïîëó÷åííîé
ôîðìóëû, íî òàì áûëî ëåãêî äîãàäàòüñÿ è òàê.)
Äëÿ ðàñ÷åòà óñêîðåíèÿ çàïèøåì â óäîáíîì âèäå âûðà-
æåíèå äëÿ f:

2dF F
f F

d F d F
= = +

- -
.

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ðàâíà

( )

2

2

F d
f

d F

¢
= -¢

-

(ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó è â ïåðâîé
÷àñòè ðåøåíèÿ!). Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè äàåò

( )

2 2

3

2F d
f

d F

¢
= -¢¢

-

– ìû ó÷ëè, ÷òî óñêîðåíèå èñòî÷íèêà ðàâíî íóëþ. Äëÿ
ïåðâîãî ñëó÷àÿ (ñêîðîñòü èçîáðàæåíèÿ ðàâíà 3v) ïîëó-
÷èì óñêîðåíèå èçîáðàæåíèÿ

2
18v

f
F

= -¢¢ ,

äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ –
2

2 3v
f

F
= -¢¢ .

Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðóþ ìû ïåðåñåëè, èíåðöèàëü-
íàÿ – óñêîðåíèÿ â íåé òàêèå æå, êàê è â èñõîäíîé.

À.Ñòàðîâ
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Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8

êëàññîâ.

1. Â öèôðîâîì ðåáóñå

⋅ ⋅АХ ЭХ = ХЭ ХА

áóêâû îáîçíà÷àþò íåíóëåâûå öèôðû. Äîêàæèòå, ÷òî
Х А
=

Э Х
.

À.Æóêîâ

2. Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé íà÷àëñÿ ìåæäó 10 è 11
÷àñàìè, êîãäà ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè áûëè íà-
ïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, à çàêîí÷èëñÿ
ìåæäó 16 è 17 ÷àñàìè, êîãäà ñòðåëêè ñîâïàëè. Ñêîëüêî
âðåìåíè ïðîäîëæàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé áîé?

À.Çàñëàâñêèé

3. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà ð, q,
r, s, t, u, v, w, x òàêèå, ÷òî

+ + + + + + + =
2 3 4 5 6 7 8 9 10p q r s t u v w x .

Íàéäèòå õîòÿ áû îäèí òàêîé íàáîð ÷èñåë.
Â.Ëåöêî

4. Ïðî äâà òðåóãîëüíèêà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
èç íèõ  ñóììà äëèí ëþáûõ äâóõ åãî ñòîðîí ðàâíà ñóììå
äëèí äâóõ êàêèõ-íèáóäü ñòîðîí äðóãîãî òðåóãîëüíèêà.
Ðàâíû ëè ýòè òðåóãîëüíèêè?

Ä. è Ì.Âåëüòèùåâû

5. Ðîùà ñîñòîèò èç 300 äåðåâüåâ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
ïîìåòèòü ëþáûå 201 èç íèõ, òî ñðåäè ïîìå÷åííûõ
äåðåâüåâ íåïðåìåííî íàéäóòñÿ äóá, áåðåçà è åëü.
Îäèí ÷óäàê óòâåðæäàåò, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ðîùà
ñîñòîèò èç 100 äóáîâ, 100 áåðåç è 100 åëåé. Ïðàâ ëè ýòîò
÷óäàê?

Â.Ïðîèçâîëîâ
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Ìû çàâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8
êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî
àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà
6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

Ïîòîìêè ßíû÷àðà
È .ÀÊÓËÈ×

16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ x, y, z  âûðàæåíèå

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( + + +2 — — — — — —x y y z y z z x z x x y

)+ + +— — — — — —x y y z y z z x z x x y

ðàâíî êâàäðàòó öåëîãî ÷èñëà.
Â.Ïðîèçâîëîâ

17. Âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c
òàêîâû, ÷òî 2 2 2

+ =a b c . Äîêàæèòå, ÷òî îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ÷èñëà ñ íà 4 ðàâåí 1.

Â.Ñåíäåðîâ

18. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîâ, ÷òî êàê
áû íè ðàçðåçàëè åãî íà 3 òðåóãîëüíèêà, âñåãäà ñðåäè
íèõ íàéäåòñÿ òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì ïëîùàäè 2.

Â.Ïðîèçâîëîâ

19. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî
î÷åðåäè, âûïèñûâàÿ â ñòðîêó ïî îäíîé öèôðå (êàæ-
äàÿ ïîñëåäóþùàÿ öèôðà çàïèñûâàåòñÿ ñïðàâà îò ïðå-
äûäóùåé, ñàìàÿ ïåðâàÿ öèôðà íå äîëæíà áûòü íó-
ëåì). Åñëè ïîñëå î÷åðåäíîãî õîäà ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñ-
ëî îêàæåòñÿ äåëÿùèìñÿ íà n, òî èãðîê, ñäåëàâøèé
ýòîò õîä, ñ÷èòàåòñÿ ïîáåäèòåëåì. Ïðè êàêèõ n îäèí
èç èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó ïðè ëþ-
áîé èãðå ïðîòèâíèêà?

È.Àêóëè÷

20. Èäåò èãðà â «ìîðñêîé áîé». Íà êëåò÷àòîì ïîëå
ðàçìåðîì ¥7 7  ñïðÿòàí òðåõïàëóáíûé êîðàáëü. Çà
êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûñòðåëîâ åãî ìîæíî íàâåð-
íÿêà ïîòîïèòü?

À.Ìàëååâ

Ê
ÒÎ ÑÌÎÒÐÅË ÇÀÌÅ×ÀÒÅËÜÍÓÞ ÝÊÐÀÍÈÇÀÖÈÞ ÐÎÌÀÍÀ

Ì.Áóëãàêîâà «Áåã», íàâåðíÿêà íå çàáóäåò ÿðêèå
ýïèçîäû òàðàêàíüèõ áåãîâ, îðãàíèçîâàííûõ ðóññêèì
ýìèãðàíòîì ïî èìåíè Àðòóð Àðòóðîâè÷ (ñ ãîðäûì
ïðîçâèùåì Òàðàêàíèé öàðü). Â áåãàõ, ïðîâîäèâøèõñÿ
ïî âñåì ïðàâèëàì – ñ òîòàëèçàòîðîì, áåññïîðíûì
ëèäåðîì áûë ñåðûé â ÿáëîêàõ òàðàêàí ßíû÷àð. Ëþáîãî
ñîïåðíèêà îáõîäèë, ïîêà íå ðàçäàâèëè.

Âîçìîæíî, èìåííî ýòî ñîáûòèå (èëè æå ëè÷íàÿ
áûòîâàÿ íåóñòðîåííîñòü) ïîäâèãëî íåèçâåñòíîãî àâòî-
ðà ïðèäóìàòü è ïðåäëîæèòü ëåòîì 2005 ãîäà íà
Òóðíèðå ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó:

Â î÷åðåäíîì çàáåãå ïî êîðèäîðó îáùåæèòèÿ ó÷à-
ñòâóþò 44 âåñåëûõ òàðàêàíà. Òàðàêàíû ñòàðòóþò îäíî-
âðåìåííî îò îäíîé ñòåíû. Äîáåæàâ äî ïðîòèâîïîëîæ-
íîé ñòåíû, êàæäûé òàðàêàí ñðàçó ïîâîðà÷èâàåò îáðàò-
íî. Ïåðâûé òàðàêàí áåæèò íå î÷åíü áûñòðî, âòîðîé –
âäâîå áûñòðåå, òðåòèé – âäâîå áûñòðåå âòîðîãî è òàê

äàëåå. Ìîãóò ëè òàðàêàíû âñòðåòèòüñÿ âñå âìåñòå â
òî÷êå, îòëè÷íîé îò òî÷êè ñòàðòà?

Àâòîðñêèé îòâåò òàêîâ: ìîãóò. À èìåííî, åñëè øè-
ðèíà êîðèäîðà ðàâíà s, à ñêîðîñòü ïåðâîãî òàðàêàíà
ðàâíà v, òî ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé

( )2 3s v , âñå òàðàêàíû îêàæóòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2s/3
îò òî÷êè ñòàðòà.

Äîêàçàòü ýòî ïðîùå âñåãî ïî èíäóêöèè. Ïðàâäà,
ïðèäåòñÿ îòäåëüíî ðàññìîòðåòü òàðàêàíîâ ñ íå÷åòíûìè
è ÷åòíûìè íîìåðàìè, ïîòîìó ÷òî îíè, îêàçûâàåòñÿ, â
ìîìåíò âñòðå÷è áóäóò áåæàòü â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû.

Òåîðåìà 1. Ïóòü L, êîòîðûé ïðîáåæèò ëþáîé òàðàêàí
ñ íå÷åòíûì íîìåðîì (ò.å. 1-é, 3-é, 5-é è ò.ä.) çà

ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé ( )2 3s v , ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå

2 2 3L s K s= ¥ + ,

ãäå Ê – íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
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Îáðàòèòå âíèìàíèå: ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî
òàðàêàí íà òîò ìîìåíò îêàæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2s/3 îò
òî÷êè ñòàðòà, èáî ïåðâîå ñëàãàåìîå 2s K¥  åñòü íå ÷òî
èíîå êàê K-êðàòíûé ïðîáåã òàðàêàíà îò îäíîé ñòåíû äî
äðóãîé è îáðàòíî – íà èñõîäíóþ ïîçèöèþ.

Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ òàðàêàíà íîìåð 1 âñå î÷åâèäíî:
äëÿ íåãî ( )2 3 2 3L v s v s= ¥ = , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò Ê = 0.
Ýòîò òàðàêàí äàæå äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíû äîá-
ðàòüñÿ íå óñïååò.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü íåêîòîðûé òàðàêàí ñ íå÷åòíûì
íîìåðîì çà óêàçàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðîáåæèò
ïóòü 2 2 3l s k s= ¥ + (k – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå).
Ñêîðîñòü òàðàêàíà ñî ñëåäóþùèì íå÷åòíûì íîìåðîì,
î÷åâèäíî, â 4 ðàçà áîëüøå, ïîýòîìó è ïóòü åãî áóäåò â
4 ðàçà áîëüøå, ò.å.

( )4 4 2 2 3L l s k s= = ¥ ¥ + =

= ( )8 8 3 2 4 1 2 3s k s s k s¥ + = ¥ + + = 2 2 3s K s¥ + ,

ãäå Ê = 4k + 1 – òîæå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Ïóòü L, êîòîðûé ïðîáåæèò ëþáîé òàðàêàí

ñ ÷åòíûì íîìåðîì çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ðàâíûé

( )2 3s v , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2 3L s K s s= ¥ + + ,

ãäå Ê – íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Ýòî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî òàðàêàí íà òîò ìîìåíò

îêàæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2s/3 îò òî÷êè ñòàðòà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå 2s K¥ , êàê è ïðåæäå, åñòü K-
êðàòíûé ïðîáåã òàðàêàíà îò îäíîé ñòåíû äî äðóãîé è
îáðàòíî, âòîðîå ñëàãàåìîå s – äîïîëíèòåëüíûé ïðîáåã
òàðàêàíà îò «ñòàðòîâîé» ñòåíû äî ïðîòèâîïîëîæíîé, à
òðåòüå ñëàãàåìîå s/3 – âîçâðàò òàðàêàíà îò ïðîòèâîïî-
ëîæíîé ñòåíû íà âåëè÷èíó, êàê ðàç ñîîòâåòñòâóþùóþ
òî÷êå âñòðå÷è.

Äàëüíåéøåå ÿñíî. Ñíà÷àëà áàçà èíäóêöèè. Ñêîðîñòü
òàðàêàíà íîìåð 2 ðàâíà 2v, è çà âðåìÿ ( )2 3s v îí
ïðîáåæèò ïóòü ( )2 2 3 4 3 3v s v s s s¥ = = + , ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò Ê = 0.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü íåêîòîðûé òàðàêàí ñ ÷åòíûì
íîìåðîì çà óêàçàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïðîáåæèò

ïóòü 2 3l s k s s= ¥ + +  (k – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå).
Ïóòü òàðàêàíà ñî ñëåäóþùèì ÷åòíûì íîìåðîì â 4 ðàçà
áîëüøå, ò.å.

( )4 4 2 3 8 4 4 3L l s k s s s k s s= = ¥ ¥ + + = ¥ + + =

( )2 4 2 3 2 3s k s s s K s s= ¥ + + + = ¥ + + .

ãäå Ê = 4k + 2 – òîæå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Èç ñïðàâåäëèâîñòè îáåèõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî âñå

òàðàêàíû áëàãîïîëó÷íî ñîéäóòñÿ â òî÷êå, îòëè÷íîé îò
ñòàðòîâîé.

Âîçðàæåíèé íåò?
À òåïåðü ïðîñëåäèì, êàê ãðóáàÿ ðåàëüíîñòü âðûâà-

åòñÿ â èçÿùíûå òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ è ñ òðåñ-
êîì îáðóøèâàåò àæóðíûå óìîçðèòåëüíûå êîíñòðóê-
öèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, óáåäèìñÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå
òàðàêàíû íå âñòðåòÿòñÿ íèêîãäà.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèé òàðàêàí áåæèò
áûñòðåå ïåðâîãî â 43

2  = 8796093022208 ðàç. Ýòî
áîëüøå (è ãîðàçäî áîëüøå!), ÷åì 12

10 . Ñêîðîñòü
ëþáîãî òàðàêàíà (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäíåãî – ñàìî-
ãî áûñòðîãî) íå ïðåâîñõîäèò 1 ì/ñ (òîæå ñèëüíî
çàâûøåííîå çíà÷åíèå). Ïîñåìó ñêîðîñòü ïåðâîãî òà-

ðàêàíà íèêàê íå áîëüøå 12 12
1ì ñ : 10 10 ì ñ

-
= . Øè-

ðèíà êîðèäîðà îáùåæèòèÿ, áåçóñëîâíî, íå ìåíüøå
ïîëóòîðà ìåòðîâ (äàáû æèëüöû ïðè íåîáõîäèìîñòè
ìîãëè â íåì êàê-òî ðàçìèíóòüñÿ), è ïîòîìó ïðåäïî-
ëàãàåìàÿ òî÷êà âñòðå÷è âñåõ òàðàêàíîâ íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè 2 1,5¥ ì/3 = 1 ì îò òî÷êè ñòàðòà. È, ñòàëî
áûòü, ïåðâûé (íå ñëèøêîì áûñòðûé, êàê ñêàçàíî â
óñëîâèè) òàðàêàí äîáåðåòñÿ äî íåå íå ðàíüøå ÷åì

÷åðåç 12
1ì : 10

- ì/ñ 12
10=  ñ, ÷òî ñîñòàâëÿåò áîëüøå

30 òûñÿ÷ ëåò! Óâû (èëè, ìîæåò áûòü, ê ñ÷àñòüþ),
òàðàêàíû ñòîëüêî íå æèâóò. À çíà÷èò, è âñòðåòèòüñÿ
èì íå ñóæäåíî. Âîò åñëè áû òàðàêàíîâ áûëî ïîìåíü-
øå – ãäå-íèáóäü ñ äåñÿòîê, – òîãäà äðóãîå äåëî.

Äà, àâòîð çàäà÷è ÿâíî ïåðåñòàðàëñÿ.

È
ë
ë
þ

ñò
ð
à
ö
è
ÿ
 Â

.È
â
à
í
þ

êà



Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

Õ 
ÎÐÎØÎ  ÈÇÂÅÑÒÍÎ,  ×ÒÎ ÌÍÎÃÈÅ ßÂËÅÍÈß  ÎÊÐÓÆÀ-

þùåé íàñ äåéñòâèòåëüíîñòè èìåþò ôèçè÷åñêóþ ïðèðî-
äó. Ìû êàæäûé äåíü ñòàëêèâàåìñÿ ñ íèìè, íå îáðàùàÿ íà ýòî
âíèìàíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ, à èìåííî – ìåõàíè÷åñêèå, êîòîðûå ìîæåò íàáëþ-
äàòü ïàññàæèð àâòîáóñà.

Ïðèâû÷íûå ÷óäåñà â äâèæóùåìñÿ ñ óñêîðåíèåì àâòîáó-
ñå. Ïðîèñõîäÿùåå âîêðóã ìû îáû÷íî îáúÿñíÿåì, ñâÿçûâàÿ
ñåáÿ ñ íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî çåìëè îñíîâîé. Íî íåìà-
ëóþ ÷àñòü ñâîåé æèçíè ìû ïðîâîäèì â òðàíñïîðòå, â ÷àñòíî-
ñòè â àâòîáóñå. Ïðèìåíèìû ëè ïðèâû÷íûå íàì îáúÿñíåíèÿ
äëÿ ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ â äâèæóùåìñÿ òðàíñïîðòå?
Ïðîâåðèì ýòî.

Ïðîéäåì â ñàëîí àâòîáóñà. Îãëÿäèìñÿ. Êàïëè ñ ìîêðîãî
çîíòà äîñòèãàþò ïîëà òî÷íî ïîä ìåñòîì îòðûâà, à îáðàçóþ-
ùàÿñÿ ëóæèöà ðàñòåêàåòñÿ ïî ïîëó îäèíàêîâî ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì. Íè÷åãî íåîáû÷íîãî (ïîêà àâòîáóñ ñòîèò) íåò.
Â êàæäîì ÿâëåíèè ÷åòêî ïðîñëåæèâàþòñÿ ïðè÷èíà è ñëåä-
ñòâèå. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ èëè ñêîðîñòè òåë îáóñëîâëåíî
èçâåñòíûìè ðåàëüíûìè ñèëàìè. Åñëè äåéñòâèå ñèë íà òåëî
óðàâíîâåøåíî, òî òåëî ïîêîèòñÿ èëè äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè,
ò.å. ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî. Â ýòîì ñîñòîèò çàêîí
èíåðöèè. Â ñòîÿùåì àâòîáóñå îí äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ.

Íî âîò àâòîáóñ òðîíóëñÿ è ñòàë íàáèðàòü ñêîðîñòü – òîò÷àñ
ïàññàæèðîâ è âñå íàõîäÿùèåñÿ â ñàëîíå ïðåäìåòû ñòàëî
«óâëåêàòü» íàçàä, ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ óñêîðåíèÿ è äâèæå-
íèÿ. Êàïëè òåïåðü ïàäàþò íå ïîä ìåñòîì îòðûâà, à ïîçàäè
íåãî. Ðàññûïàííûå ÿáëîêè êàòÿòñÿ ïî ïîëó óæå íå îäèíàêîâî
âî âñå ñòîðîíû, à ïðåèìóùåñòâåííî íàçàä. Ñèäÿùèå ïàññà-
æèðû ïî÷óâñòâîâàëè, êàê èõ âäàâèëî â ñòåíêè ñèäåíèé, à
ñòîÿùèå – êàê èõ ïîòÿíóëî íàçàä. Îäíàêî êîãäà äâèæåíèå
àâòîáóñà ñòàëî ðàâíîìåðíûì, íåîáû÷íûå ÿâëåíèÿ â íåì
ïðåêðàòèëèñü. Âñå âíóòðè ñàëîíà òåïåðü ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî
ñîçäàåòñÿ ïîëíîå ïîäîáèå îñòàíîâêè àâòîáóñà (åñëè íå ñ÷è-
òàòü òðÿñêè è ìåëüêàíèÿ ïåéçàæà çà îêíîì). Çàòåì àâòîáóñ
ñòàë ïîäúåçæàòü ê îñòàíîâêå, è íåîáû÷íûå îòñòóïëåíèÿ îò
ïðèâû÷íûõ ÿâëåíèé ñíîâà âîçíèêëè ïðè òîðìîæåíèè àâòî-
áóñà. Òåïåðü ïàññàæèðîâ è íàõîäÿùèåñÿ â ñàëîíå ïðåäìåòû
«ïîòÿíóëî» âïåðåä, ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ óñêîðåíèÿ.

Äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ (ñêàæåì, ïåøåõîäà) âñå îïè-
ñàííîå – ðåçóëüòàò óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ àâòîáóñà è èíåðò-
íîñòè íàõîäÿùèõñÿ â íåì òåë. Ñòåíêà ñèäåíèÿ, ïîë óñêîðÿ-
þùåãîñÿ àâòîáóñà âîçäåéñòâóþò íà ïàññàæèðà (à íå íàîáî-
ðîò, êàê åìó êàæåòñÿ), óâëåêàÿ åãî. Ñâîáîäíûå æå ïðåäìåòû
ñîõðàíÿþò ïðåæíåå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî çåìëè, ïîýòîìó
îíè íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ óñêîðåííî îòíîñèòåëüíî êîðïóñà
àâòîáóñà.

Ñ òî÷êè æå çðåíèÿ ïàññàæèðà àâòîáóñà, ÷üè íàáëþäåíèÿ
îãðàíè÷åíû ñòåíêàìè ñàëîíà, ïðîèñõîäÿùåå âûãëÿäèò çàãà-
äî÷íî è íåîáû÷íî, òåì áîëåå ÷òî èñòî÷íèê ñòðàííûõ ÿâëåíèé
âíóòðè àâòîáóñà íå îáíàðóæèâàåòñÿ.

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ.
Â óñêîðÿþùåìñÿ àâòîáóñå çàêîí èíåðöèè íå âûïîëíÿåòñÿ

– âñå òåëà, íå ñâÿçàííûå ñ êîðïóñîì àâòîáóñà, ïðèîáðåòàþò
îäíî è òî æå óñêîðåíèå, ðàâíîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ïî
íàïðàâëåíèþ óñêîðå-
íèþ àâòîáóñà. Ýòî
ïîçâîëÿåò ââåñòè ïðè-
ëîæåííûå êî âñåì
òåëàì â àâòîáóñå óñ-
êîðÿþùèå ñèëû, êàê
áóäòî àâòîáóñ ïîïàë
â óñêîðÿþùåå ïîëå
ñèë. Òàêèå ñèëû ðàâ-
íû ïðîèçâåäåíèþ
ìàññû êàæäîãî òåëà
íà óñêîðåíèå ñèñòå-
ìû è íàïðàâëåíû
ïðîòèâ ýòîãî óñêîðåíèÿ – èõ íàçûâàþò ñèëàìè èíåðöèè. Ñ
ïîìîùüþ ñèë èíåðöèè îáúÿñíÿþòñÿ âñå îïèñàííûå âûøå
«÷óäåñà» â ñàëîíå àâòîáóñà.

Íàëîæåíèå íà ïîëå òÿãîòåíèÿ ïîëÿ ñèë èíåðöèè ñîçäàåò
íîâîå ïîëå ñî ñâîèìè «ãîðèçîíòàëüþ» è «âåðòèêàëüþ»,
îòëè÷íûìè îò çåìíûõ (ðèñ.1). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ
êàæäîãî òåëà âíóòðè óñêîðÿþùåãîñÿ àâòîáóñà îäèíàêîâû
îòíîøåíèÿ ñèë òÿæåñòè 2F  è èíåðöèè ,…F , à òàêæå óãîë
ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ ýòèõ òåë íàïðàâëåíèå ðåçóëü-
òèðóþùåé ñèëû F

�

 îäíî è òî æå.
Òåïåðü ìû ìîæåì îáúÿñíèòü íåêîòîðûå óäèâèòåëüíûå

íàáëþäåíèÿ ïàññàæèðà.
Ïîë óõîäèò èç-ïîä íîã. Êîãäà àâòîáóñ çàìåäëÿåò õîä,

ïàññàæèðó êàæåòñÿ, ÷òî ïîë êàê áû èäåò âíèç, åñëè ÷åëîâåê
øàãàåò âäîëü ñàëîíà â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ àâòîáóñà, è
âîñõîäèò ââåðõ, åñëè îí èäåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. À ïðè
ðàçãîíå àâòîáóñà îò îñòàíîâêè ïîë êàê áû íàêëîíÿåòñÿ â
ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ. Ýòî ìîæíî îáúÿñ-
íèòü òåì, ÷òî íà ïàññàæèðà äåéñòâóþò ïðèëîæåííûå â åãî
öåíòðå ìàññ ñèëà òÿæåñòè è ñèëà èíåðöèè, à èõ ðàâíîäåéñòâó-
þùàÿ ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ íîâîé âåðòèêàëüþ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ àâòîáóñîì (ñì. ðèñ.1).

Ïðîàíàëèçèðîâàâ äåéñòâóþùèå íà ïàññàæèðà â àâòîáóñå
ñèëû, ìîæíî óêàçàòü ïðèåìû ñîõðàíåíèÿ ïàññàæèðîì óñòîé-
÷èâîñòè áåç ïîìîùè ðóê. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèåì óñòîé÷è-
âîñòè òåëà, èìåþùåãî ïëîùàäü îïîðû, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
äåéñòâóþùåé íà òåëî ñèëû ñ ïëîùàäüþ îïîðû. Åñëè ýòà ñèëà
âûõîäèò çà ïðåäåëû ïëîùàäè îïîðû, òî ïîä åå äåéñòâèåì
òåëî ïàññàæèðà îïðîêèäûâàåòñÿ. Ïðîòèâîäåéñòâîâàòü ýòîìó
ìîæíî, ðàññòàâèâ íîãè øèðå èëè îòñòàâèâ íîãó â ñòîðîíó,
ïðîòèâîïîëîæíóþ óñêîðåíèþ. Ïàññàæèð òàêæå ìîæåò ñî-
õðàíèòü ðàâíîâåñèå, íàêëîíèâ ïðè ýòîì òóëîâèùå òàê, ÷òîáû
«îñü» òåëà ñîâïàëà ñ íîâîé âåðòèêàëüþ (äàæå ñîåäèíèâ ïðè
ýòîì íîãè). À ÷òîáû óñòîÿòü â ñàëîíå àâòîáóñà, èñïûòûâàþ-
ùåãî óñêîðåíèå è òîë÷êè âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, íóæíî
ðàññòàâèòü íîãè âäîëü îäíîé, íàïðèìåð ïðîäîëüíîé, îñè
ñàëîíà (Õ), ïðåïÿòñòâóÿ ïðîäîëüíûì îòêëîíåíèÿì, à ðóêè
ðàçâåñòè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè (Y) è äåðæàòüñÿ
çà ïîðó÷íè (ðèñ.2).

Óáåäèòüñÿ â èçìå-
íåíèè ïîëîæåíèÿ ãî-
ðèçîíòàëè â äâèæó-
ùåìñÿ ñ óñêîðåíèåì
àâòîáóñå ìîæíî,
ïðîäåëàâ ïðîñòîé
îïûò. Âîçüìèòå òà-
ðåëêó ñ êàêîé-íè-
áóäü âÿçêîé æèäêî-
ñòüþ, íàïðèìåð ñ
ìàñëîì èëè ãëèöå-

Ôèçèêà âíóòðè
àâòîáóñà
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ðèíîì (ìîæíî âçÿòü ïëàñòìàññîâûé ñòàêàí÷èê ñî ñãóùåí-
íûì ìîëîêîì), è íåðàâíîìåðíî äâèãàéòå åå ïî ñòîëó. Æèä-
êîñòü áóäåò âûëèâàòüñÿ ÷åðåç çàäíèé êðàé òàðåëêè ïðè
ðåçêîì òðîãàíèè ñ ìåñòà è ïðèëèâàòü ê ïåðåäíåìó êðàþ ïðè
ïðåêðàùåíèè äâèæåíèÿ. Ïðè÷åì ïëîñêîñòü ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó ðåçóëüòèðóþùåé
ñèëû, ïîëó÷åííîé ñëîæåíèåì ñèë òÿæåñòè è èíåðöèè, ïðè-
ëîæåííûõ ê ÷àñòèöàì æèäêîñòè.

Íåïðèÿòíîå ïðîèñøåñòâèå. Ïðåäñòàâüòå, ÷òî â àâòîáóñå
êòî-òî íàñòóïèë âàì íà íîãó. Êòî âèíîâàò?

Ñ âàøåé (àâòîáóñà) òî÷êè çðåíèÿ, ðàçóìååòñÿ, âèíîâàò ýòîò
«êòî-òî». È ýòî âåðíî, åñëè âñå ïðîèçîøëî â ñòîÿùåì
àâòîáóñå. Íî â àâòîáóñå, äâèæóùåìñÿ ñ óñêîðåíèåì, íóæíî
ó÷èòûâàòü, ÷òî íà êàæäîå òåëî äåéñòâóåò ñèëà èíåðöèè, à
óïðàâëÿåò åþ, òî÷íåå óñêîðåíèåì, âîäèòåëü àâòîáóñà.

Ðàññìîòðèì ïðîèñõîäÿùåå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåøåõîäà (çåì-
ëè). Èç-çà ìàëîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîðïóñîì àâòîáóñà è
èíåðòíîñòè ñâîåãî òåëà òóëîâèùå ïàññàæèðà ïðè óñêîðåíèè
àâòîáóñà ïðîäîëæàåò ñîõðàíÿòü ïðåæíåå ïîëîæåíèå îòíîñè-
òåëüíî çåìëè, òîãäà êàê åãî íîãè âìåñòå ñ ïîëîì àâòîáóñà
ïåðåìåùàþòñÿ óñêîðåííî. Ïîýòîìó òåëî ïàññàæèðà ñìåùàåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ñàëîíà ïðè ðåçêîì òîðìîæåíèè – âïåðåä, à
ïðè ðûâêå – íàçàä. Òàêèì îáðàçîì, âîäèòåëü àâòîáóñà,
ïîäîáíî ôîêóñíèêó, ìîæåò ïåðåìåùàòü ïàññàæèðîâ â ñàëîíå
àâòîáóñà, íå ïðèêàñàÿñü ê íèì è ïîìèìî èõ æåëàíèÿ. ×åì îí
÷àñòî è ïîëüçóåòñÿ: åñëè èç-çà ñêîïëåíèÿ ëþäåé íå çàêðûâà-
åòñÿ çàäíÿÿ äâåðü, âîäèòåëü ðåçêî òîðìîçèò, à åñëè ïàññàæè-
ðû ñêîïèëèñü íà ïåðåäíåé ïëîùàäêå – äåëàåò ðûâîê. Ïîëó-

÷àåòñÿ, ÷òî ñ âîäèòåëÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, è íóæíî ñïðàøè-
âàòü çà îòäàâëåííóþ íîãó.

Ñëó÷àé ñ ïàññàæèðîì. Ïðèõîäèëîñü ëè âàì íàáëþäàòü çà
÷åëîâåêîì, íåîñòîðîæíî ïîòåðÿâøèì ñâÿçü ñ êîðïóñîì àâòî-
áóñà âî âðåìÿ óñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ïîñëåäíåãî? Ñ òî÷êè
çðåíèÿ äðóãèõ ïàññàæèðîâ, îí ïîïàäàåò âî âëàñòü ñèëû
èíåðöèè. Ïîäîáíî ëèñòêó, ñîðâàííîìó ñ äåðåâà è ãîíèìîìó
âåòðîì, ÷åëîâåê ñòðåìèòåëüíî ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ñàëîíà,
èùà çà ÷òî áû óõâàòèòüñÿ. È âîò ýòî åìó óäàëîñü: åãî
ïðîòÿíóòàÿ ðóêà ñóäîðîæíî âöåïèëàñü â âåðòèêàëüíóþ ñòîé-
êó ïîðó÷íåé àâòîáóñà, ìèìî êîòîðîé åãî òàùèò ñèëà èíåðöèè.
Óõâàòèâøèñü, ïàññàæèð îæèäàåò îñòàíîâêè ñâîåãî äâèæå-
íèÿ, íî âìåñòî ýòîãî îí ñîâåðøàåò îáîðîò âîêðóã ñòîéêè è ñî
âñåãî ðàçìàõó íàëåòàåò íà ñòîÿùèõ ðÿäîì ïàññàæèðîâ.
Ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò?

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïàññàæèðà ñî ñòîðîíû ñòîéêè
ïîðó÷íåé, â íàøåì ñëó÷àå ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ
äâèæåíèÿ òåëà. Ïîýòîìó, èçìåíèâ åãî ñêîðîñòü ïî íàïðàâëå-
íèþ, ñòîéêà íå ìîæåò èçìåíèòü âåëè÷èíó ñêîðîñòè. Ïåðåâî-
äÿ ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå âî âðàùàòåëüíîå, îíà âûïîëíÿ-
åò ðîëü öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû. Çàâèñÿùàÿ îò ñêîðîñòè
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïåðåõîäèò
â ýíåðãèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ... ñî âñåìè âûòåêàþùè-
ìè îòñþäà ïîñëåäñòâèÿìè.

Èòàê, âîîðóæèâøèñü çíàíèåì ôèçèêè, ñìåëî èùèòå è
ðàçãàäûâàéòå ïðåäëîæåííûå îêðóæàþùèì ìèðîì çàãàäêè,
íå çàáûâàÿ î ïðàâèëàõ ïîâåäåíèÿ ïàññàæèðîâ â îáùåñòâåí-
íîì òðàíñïîðòå è ïðàâèëàõ óëè÷íîãî äâèæåíèÿ.

Ï
Î×ÅÌÓ ÂÇÐÎÑËÛÅ ÇÀÏÐÅÙÀÞÒ ÄÅÒßÌ ÈÃÐÀÒÜ Â ÊÎÌ-
ïüþòåðíûå èãðû ñòîëüêî, ñêîëüêî õî÷åòñÿ? Âîçìîæíî,

èç çàâèñòè – âåäü â èõ ìîëîäûå ãîäû ñîëäàòèêè áûëè òîëüêî
ïëàñòìàññîâûå èëè îëîâÿííûå, îíè è ïîäóìàòü íå ìîãëè î
òîì, ÷òîáû óïðàâëÿòü ïî÷òè ÷òî æèâûìè àðìèÿìè, áåãàòü ñ
ãðàâèòàöèîííîé ïóøêîé è «êðîøèòü» âñÿêóþ òàì íå÷èñòü. Â
îáùåì, ðåàëüíîñòü íèêàêîãî ñðàâíåíèÿ ñ âèðòóàëüíûì ìè-
ðîì íå âûäåðæèâàåò.

Íî äàâàéòå çàäóìàåìñÿ: à òàê ëè óæ èíòåðåñíî, åñëè ïðè
ïðûæêå âíèç íàø ãåðîé íè ñ òîãî íè ñ ñåãî âäðóã ïîëåòèò
ââåðõ èëè åñëè âûïóùåííàÿ ïóëÿ, âìåñòî òîãî ÷òîáû ïîðà-
çèòü âðàãà, ñòàíåò ëåòàòü ïî êðóãó? Íàâåðíîå, ëþáàÿ ñàìàÿ
óâëåêàòåëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ èãðà ñòàíîâèòñÿ èíòåðåñíîé
òîãäà, êîãäà íà åå ôàíòàñòè÷åñêèé ñþæåò íàêëàäûâàþòñÿ
ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè îêðóæàþùåãî ìèðà, êîòîðûå è
ïðèäàþò ïðàâäîïîäîáíîñòü íàøèì óäèâèòåëüíûì ïðèêëþ÷å-
íèÿì. Êîíå÷íî, ìîíñòðû ÷åì ñòðàøíåå, òåì ëó÷øå, íî
ôèçèêà è â èãðå äîëæíà áûòü ôèçèêîé.

Ïîïðîáóåì ÷åðåç îêíî íàøåãî ìîíèòîðà óâèäåòü ôèçè÷åñ-
êèå çàêîíîìåðíîñòè óäèâèòåëüíîãî ýëåêòðîííîãî ìèðà.

Âîò ïåðåä íàìè èãðà – àâòîñèìóëÿòîð «Underground 2»
(èëè äðóãàÿ àíàëîãè÷íàÿ èãðà). Â ýòîé èãðå, êàê è â ðåàëüíîé
æèçíè, ìíîãîå çàâèñèò îò òåõíè÷åñêîãî ñîâåðøåíñòâà íàøåãî
àâòîìîáèëÿ, ïîýòîìó ìíîãî óñèëèé è äåíåã ìû ïîòðàòèì íà
«ïîêóïêó» çàï÷àñòåé. Äëÿ íà÷àëà êóïèì äëÿ ìàøèíû ìàõî-
âèê áîëüøåé ìàññû è óñòàíîâèì åãî. Òåïåðü íàø àâòîìîáèëü
ìåíüøå òðÿñåò, íî ñêîðîñòü îí íàáèðàåò ìåäëåííåå, òàê êàê
èíåðöèîííîñòü ìàõîâèêà íå ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü áîëüøîå
óñêîðåíèå. Óñòàíîâêà ðåãóëÿòîðîâ äàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò ýêî-
íîìèòü òîïëèâî, à çíà÷èò, ýêîíîìèòü äåíüãè è âðåìÿ íà
çàïðàâêó. Îáÿçàòåëüíî ïîêóïàåì íîâûå øèíû, ÷òî ñðàçó
óëó÷øàåò ñöåïëåíèå ñ äîðîãîé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû âîøëè âî âêóñ. Îäíàêî ïðîáåæèì-
ñÿ ïî âñåìó ïåðå÷íþ òîâàðîâ: ôèëüòðû òîïëèâà, íîâûå
òîðìîçíûå êîëîäêè,..., íåäîñòàòîê ìîùíîñòè!? Çà÷åì æå
ìíå ïîêóïàòü ñåáå ñâîèìè ðóêàìè íåäîñòàòîê ìîùíîñòè?
Ìîæåò, ýòî ñâÿçàíî ñ èçäåðæêàìè ïåðåâîäà òåêñòà èãðû ñ
àíãëèéñêîãî íà ðóññêèé? Õîðîøî, ïóñòü ýòî áóäåò èçáûòîê
ìîùíîñòè, íî çà÷åì ìíå èçáûòîê ìîùíîñòè? Âîò óâåëè÷åíèå
ìîùíîñòè àâòîìîáèëÿ äëÿ ãîíêè íàì íå ïîìåøàåò. Òîëüêî â
ðåàëüíîñòè íåëüçÿ êóïèòü àáñòðàêòíîå óâåëè÷åíèå ìîùíîñ-
òè, îíî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïóòåì ìàòåðèàëüíûõ èçìåíåíèé
ìàøèíû èëè òîïëèâà ê íåé.

Òóò ìû è âûÿâèëè ïåðâîå íåñîîòâåòñòâèå èãðû è ðåàëüíîé
æèçíè. Äà, â æèçíè îêàçûâàåòñÿ âñå íàìíîãî ñëîæíåå.

Äàâàéòå òåïåðü íåìíîãî ïîñòðåëÿåì, áëàãî â âèðòóàëüíîé
æèçíè ìû íå ÷óâñòâóåì áîëè, äà è æèçíåé ó íàñ ìíîãî…
Èòàê, ìû â ìèðå èãðû «Half Life 2», ãäå ïîìîãàåì ïîâñòàíöàì
ïîáåäèòü äèêòàòîðà è ñòðàøíûõ çîìáè ñ ïàóêàìè íà ãîëîâå.

Âîò ãðóç, êîòîðûé ìîæåò êà÷àòüñÿ íà âåðåâêå. Òîëêíåì
åãî, èçìåðèì âðåìÿ, çà êîòîðîå ãðóç ñîâåðøèò äåñÿòü êîëåáà-
íèé, íàéäåì ïåðèîä êîëåáàíèé T, çàòåì îöåíèì äëèíó

Íàáëþäåíèÿ â
«íåôèçè÷åñêîì»

ìèðå
À.ÓÑÎËÜÖÅÂ
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ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò, áëèçêèé ê
âåëè÷èíå ðåàëüíîãî, çåìíîãî óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Íàäî æå, ìåëî÷ü – à ïðèÿòíî.

Ïîéäåì äàëüøå. Ïåðåä íàìè âîäîåì. Áðîñèì ÷òî-íèáóäü â
âîäó. Âèäíî, ÷òî òåëà, áðîøåííûå â âîäó, âåäóò ñåáÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ðåàëüíûìè ïðîòîòèïàìè – äåðåâÿí-
íûå òåëà «ïëàâàþò», à ñòàëüíûå «òîíóò». Òîæå íåïëîõî.
×òî-òî, ïðàâäà, åñòü â âîäå ñòðàííîå, íåðåàëüíîå… Ëàäíî,
ïîòîì ðàçáåðåìñÿ.

Çäîðîâî, ÷òî ìû ìîæåì áðàòü ðàçíûå ïðåäìåòû (áàíêè,
êîðîáêè), ïîìåùàòü èõ íà ëþáûå ãîðèçîíòàëüíûå ïîâåðõíî-
ñòè (ñòîë, ñòóë, ÿùèê è ò.ä.), à çàòåì ñòðåëÿòü ïî íèì èç
ðàçëè÷íûõ èìåþùèõñÿ âèäîâ îðóæèÿ. Ïîïðîáóåì èñïîëüçî-
âàòü ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü âèðòóàëüíûé ôèçè÷åñ-
êèé ýêñïåðèìåíò ïî îöåíêå ñêîðîñòè âûëåòà ïóëè èç èìåþ-
ùåãîñÿ ó íàñ ïèñòîëåòà. Äëÿ ýòîãî ìû âûñòðåëèì «â óïîð»
èç ïèñòîëåòà â âåäðî, ïîñòàâëåííîå íà íåêîòîðîé âûñîòå.
Èçìåðèâ âûñîòó âåäðà íàä çåìëåé è ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå
îòëåòàåò âåäðî, ìû îöåíèì åãî íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü. Çàòåì,
îöåíèâ ìàññû âåäðà è ïóëè, íàéäåì ñêîðîñòü ïóëè.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ â âèðòóàëü-
íîì êîìïüþòåðíîì ìèðå, ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåíèåì ðàññòîÿíèÿ
«íà ãëàç». Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî íàéòè
ýòàëîí äëèíû, èìåþùèé àíàëîãè â ðåàëüíîñòè. Â êà÷åñòâå
òàêîãî «ýòàëîíà» ìû âîçüìåì âûñîòó áî÷êè, òàê êàê â íàøåé
âèðòóàëüíîé ñðåäå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàéòè äâå òàêèå áî÷êè
(íà îäíó ìû ïîñòàâèì âåäðî, à âòîðîé áî÷êîé áóäåì èçìåðÿòü
ðàññòîÿíèå).

Âòîðàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ìû ïûòàåìñÿ
îïðåäåëèòü ìåñòî ïàäåíèÿ âåäðà, òàê êàê âåäðî îòñêàêèâàåò
è êàòèòñÿ äîâîëüíî äàëåêî, à «ñëåä» îò åãî ïåðâîíà÷àëüíîãî
ïàäåíèÿ íà âèðòóàëüíîé «çåìëå» áûñòðî èñ÷åçàåò. Äëÿ
ôèêñàöèè òî÷êè ïàäåíèÿ âåäðà ðàçìåñòèì íà çåìëå ðàçëè÷íûå
ïðåäìåòû, ïî êîòîðûì âèçóàëüíî áóäåì îïðåäåëÿòü ìåñòî
óäàðà âåäðà î ïîâåðõíîñòü. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðåäìåòîâ ìû
èñïîëüçîâàëè ðàçíûé ïîäðó÷íûé «ìóñîð»: ïóñòûå êîðîáêè,
êàíèñòðû, áàíêè, êîòîðûå âàëÿþòñÿ â èãðå íà êàæäîì øàãó
(÷òî íå î÷åíü õîðîøî õàðàêòåðèçóåò îáèòàòåëåé ýòîãî ìèðà).

Òåïåðü, ïðèñòóïàåì ê ñáîðêå «ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòà-
íîâêè». Íàéäåì ðîâíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîùàäêó è ïîñòà-
âèì áî÷êó, à íà íåå îñòîðîæíî óñòàíîâèì âåäðî. Äàëåå, â
íàïðàâëåíèè ïðåäïîëàãàåìîãî îòëåòà âåäðà âûêëàäûâàåì
íàéäåííûå íàìè ïðåäìåòû íà ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà â
îäíó «ýòàëîííóþ áî÷êó». Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîé äîñòà-
òî÷íî òðóäîåìêîé ðàáîòû «îðãàíèçîâàííàÿ» íàìè âèðòóàëü-
íàÿ ðåàëüíîñòü âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.
Çàòåì ìû ñòðåëÿåì â âåäðî è ñìîòðèì, âîçëå êàêîãî ïðåäìåòà

îíî óïàëî. Èç-çà áîëüøîé ñêîðîñòè âåäðà ýòî áûâàåò ñäåëàòü
äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïîýòîìó ôðàãìåíò âûñòðåëà è ïîñëåäó-
þùåãî ïîëåòà öåëåñîîáðàçíî çàïèñàòü (ìû äåëàëè ýòî ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû «Fraps»), ÷òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü íåîäíîêðàòíîãî ïðîñìîòðà. Ïîñëå ÷åãî áåðåì ðåàëü-
íûé ïðîòîòèï âèðòóàëüíîãî «âåäðà» è âçâåøèâàíèåì íàõî-
äèì åãî ìàññó, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé M = 1,4 êã. Ìàññó
ïóëè îöåíèâàåì â 10 ã, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â áîëüøèíñòâå
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ïðî îãíåñòðåëüíîå îðóæèå: m = 10 ã. Òàê
êàê âåäðî óïàëî îêîëî êîðîáêè, ïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè
÷åòûðåõ äëèí áî÷êè, îöåíèâàåì äàëüíîñòü åãî ïîëåòà: L =
= nH, ãäå n = 4, à H – âûñîòà áî÷êè, êîòîðóþ ìû áóäåì
ñ÷èòàòü ðàâíîé 1,2 ì.

Çàïèñûâàåì óñëîâèå çàäà÷è è ðåøàåì åå. Âðåìÿ ñâîáîäíî-
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âûçûâàåò ñîìíåíèÿ – íå ñëèøêîì ëè
âåëèêà ñêîðîñòü ïóëè?

Ïðîâåðèì, áóäóò ëè äåéñòâîâàòü âûÿâëåííûå íàìè çàêîíî-
ìåðíîñòè äëÿ äðóãîãî òåëà. Äëÿ ýòîãî ïîâòîðèì îïûò, íî
âìåñòî âåäðà âîçüìåì âàííî÷êó, êîòîðàÿ âåñüìà êñòàòè
ëåæàëà ðÿäîì ñ íàéäåííûì íàìè âåäðîì. Îïûò ïîêàçûâàåò,
÷òî âàííî÷êà îòëåòàåò íà ðàññòîÿíèå âäâîå ìåíüøå, ÷åì
âåäðî. Îïðåäåëåíèå ìàññû âàííî÷êè ïðè íàéäåííîì íàìè
çíà÷åíèè ñêîðîñòè ïóëè äàåò ðåçóëüòàò îêîëî 3 êã, áëèçêèé
ê ðåàëüíîìó. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñêîðîñòü âûëåòà
ïóëè èç ïèñòîëåòà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ïóëè ñ ëþáûìè äðóãèìè îáúåêòàìè â èãðå. Ñòðåëüáà èç
ðàçíûõ âèäîâ îðóæèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòè âûëåòà ïóëü
èç íèõ ðàçëè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ôèçè÷åñ-
êîé ìîäåëè èãðû åå ðàçðàáîò÷èêè ïðèñâàèâàëè ðàçëè÷íûì
âèäàì îðóæèÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, à ðàçíûì òåëàì
– ðàçíûå ìàññû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññàì èõ ðåàëüíûõ
ïðîòîòèïîâ.

Ñëåäóþùåå âèðòóàëüíîå èññëåäîâàíèå ñâÿæåì ñ èçó÷åíèåì
ñâîéñòâ îðóæèÿ, íå èìåþùåãî ïîêà àíàëîãîâ â ðåàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè, êîòîðîå ìû óñëîâíî íàçîâåì «ñèëîâîé
ïóøêîé» (ÑÏ). Òàêàÿ «ïóøêà» ïîçâîëÿåò ïðèòÿãèâàòü ê ñåáå
ëþáûå ïðåäìåòû, à çàòåì «ñòðåëÿòü» ýòèìè ïðåäìåòàìè ñ
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ. Ïîïðîáóåì îöåíèòü ýòó
ñêîðîñòü.

Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòàëëè÷åñêèå äèñêè îò
öèðêóëÿðíîé ïèëû, ïî÷åìó-òî â èçáûòêå «âàëÿþùèåñÿ» âî
âñåõ çäàíèÿõ (÷òî åùå ðàç õàðàêòåðèçóåò æèòåëåé ýòîãî
ìèðà, êàê ëþäåé íåðÿøëèâûõ è ñòðàííûõ). Ïðèòÿíåì «ïóø-
êîé» îäèí èç òàêèõ äèñêîâ, îòîéäåì îò äåðåâÿííîé ñòåíû íà
ðàññòîÿíèå ïðèìåðíî äâà ìåòðà, à çàòåì âûñòðåëèì èç ïóøêè
â ýòó ñòåíó ïî âîçìîæíîñòè â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.
Äèñê âîòêíåòñÿ â ñòåíó. Îòîéäåì åùå íà äâà ìåòðà îò ñòåíû
(ýòè òî÷êè ìû çàðàíåå îòìåòèëè ïóñòûìè áàíêàìè) è âûñò-
ðåëèì äðóãèì äèñêîì òîæå ãîðèçîíòàëüíî. Ïîíÿòíî, ÷òî
âòîðîé äèñê äîëæåí âîòêíóòüñÿ â ñòåíó íèæå ïåðâîãî, ÷òî ìû
äåéñòâèòåëüíî è íàáëþäàåì (ðèñ.2).

Ïî ðàññòîÿíèþ yΔ  ìåæäó äèñêàìè è ðàññòîÿíèÿì 1x  è 2x
äî ñòåíû ïðè äâóõ âûñòðåëàõ îöåíèì ñêîðîñòü 
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ÊÀÇÛÂÀÅÒÑß, ÅÑËÈ Â ÏÓ×ÎÊ ÁÅËÎÃÎ ÑÂÅÒÀ ÂÂÅÑÒÈ
òîíêóþ ïðîçðà÷íóþ ïëàñòèíêó, òî ïðè ñîáëþäåíèè

íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé ê ïîëîæåíèþ ïëàñòèíêè è óñëîâèÿì
åå îñâåùåíèÿ ìîæíî â ïðîõîäÿùèõ ëó÷àõ óâèäåòü îò÷åòëè-
âóþ óçêóþ òåìíóþ ïîëîñêó òåíè îò êðàÿ ïëàñòèíêè.

Â äîìàøíèõ óñëîâèÿõ ýòî ÿâëåíèå ìîæíî íàáëþäàòü ïî
ñõåìå íà ðèñóíêå 1. Çäåñü Ù – îðèåíòèðîâàííàÿ âåðòèêàëü-
íî ÿðêî îñâåùåííàÿ óçêàÿ ùåëü, âûïîëíÿþùàÿ ðîëü âûòÿíó-
òîãî â ëèíèþ (ëèíåéíîãî) èñòî÷íèêà ñâåòà; Ïë – ïëàñòèíêà
èç ïðîçðà÷íîãî ìàòåðèàëà, ýòî ìîæåò áûòü ëèñòîê ñëþäû,
îáåðòêà îò êîðîáêè ñèãàðåò, êóñîê îòìûòîé îò ýìóëüñèè
ôîòîïëåíêè, ïîêðîâíîå ñòåêëî èëè òîíêèé ñëîé äðóãîãî
ïðîçðà÷íîãî ìàòåðèàëà; Ý – ýêðàí â âèäå ëèñòà áåëîé áóìàãè;
òî÷êà O¢  – òî ìåñòî ýêðàíà, ãäå íàáëþäàåòñÿ óçêàÿ ïîëîñêà
òåíè îò êðàÿ ïëàñòèíêè; Ñï – ñïåêòðîñêîï.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèðîäû íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ âàæíî
çíàòü, ïîïàäàåò ëè â îáëàñòü òåìíîé ïîëîñêè êàêîé-òî ñâåò
è, åñëè ïîïàäàåò, êàêîâ åãî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ. Ñ ýòîé
öåëüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øêîëüíûé ñïåêòðîñêîï. Â õîäå
îïûòà ýêðàí óáèðàþò, à ñïåêòðîñêîï (èëè ïëàñòèíêó) îñòî-
ðîæíî ñìåùàþò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, äîáèâàÿñü òî÷-
íîãî ñîâìåùåíèÿ ïîëîñêè òåíè ñî ùåëüþ ñïåêòðîñêîïà. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðè äîëæíîé óçêîñòè ùåëåé è ðàñïîëîæåíèè
ùåëåé è êðàÿ ïëàñòèíêè â îäíîé ïëîñêîñòè â ïîëå ñïåêòðî-
ñêîïà ìîæíî îáíàðóæèòü äîñòàòî÷íî ÿðêèé è êîíòðàñòíûé
ñïåêòð – ñîâîêóïíîñòü ÷åðåäóþùèõñÿ ñâåòëûõ (îêðàøåí-
íûõ) è òåìíûõ ïîëîñ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå (ñì. ïðèâåäåí-
íûå äàëåå ðèñóíêè 3 è 4). Òàêîé âèä ñïåêòðàëüíîé êàðòèíû
îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòü O¢ , ñ êîòîðîé ñîâìåùåíà ùåëü
ñïåêòðîñêîïà, ïîïàäàåò áåç çàìåòíîãî îñëàáëåíèÿ ñâåò íåêî-
òîðûõ èçáðàííûõ äëèí âîëí, îáîçíà÷èì èõ 
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ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå èìååò èí-
òåðôåðåíöèîííîå ïðîèñõîæäåíèå.

Â ñïåêòðàëüíîé êàðòèíå íàáëþäàåòñÿ ïëàâíûé ïåðåõîä
îñâåùåííîñòè îò ìàêñèìóìîâ ê ìèíèìóìàì, ïðè ýòîì ìèíè-
ìóìû îñâåùåííîñòè îêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî òåìíûìè, ïî-
ýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî èíòåðôåðèðóþùèå ïó÷êè
èìåþò îäèíàêîâûå èíòåíñèâíîñòè. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ôîðìè-
ðîâàíèÿ ñâåòëûõ ïîëîñ â ñïëîøíîì ñïåêòðå ñ ïëàâíûì
ïåðåõîäîì îñâåùåííîñòè îò ìàêñèìóìîâ ê ìèíèìóìàì íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû èçìåíåíèå ôàçîâîãî ñäâèãà Δϕ  èíòåðôåðèðó-
þùèõ ïó÷êîâ ñ èçìåíåíèåì äëèíû âîëíû λ  òàêæå ïðîèñõî-
äèëî ìîíîòîííî. Íî íà ïóòè ñâåòîâîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùåéñÿ îò èñòî÷íèêà ñâåòà ê îáëàñòè O¢ , íåò íèêàêèõ
èíòåðôåðåíöèîííûõ óñòðîéñòâ, êðîìå ôàçîâîé íåîäíîðîä-
íîñòè â âèäå ñòóïåíüêè ðàçëè÷íîé îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè íà
ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ïðîçðà÷íûõ ñðåä – âîçäóõà è ïëàñòèí-
êè. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíòåðôåðèðóþùèå ïó÷êè
âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå äèôðàêöèè îò ýòîé ôàçîâîé íåîäíî-
ðîäíîñòè. Çà ñ÷åò èíòåðôåðåíöèè äèôðàãèðîâàííûõ ïó÷êîâ
è ïðîèñõîäèò ìàêñèìàëüíîå óñèëåíèå ñâåòà â îáëàñòè äëèí

«Çàãàäêà» òåíè
îò ïðîçðà÷íîé

ïëàñòèíêè
ß.ÀÌÑÒÈÑËÀÂÑÊÈÉ

Ðèñ. 1

Ïîäñòàâèì îöåíî÷íûå äàííûå âèðòóàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà:
1 2 ìx = , 2 4 ìx = , 0,2 ìyΔ =  è ïîëó÷èì íà÷àëüíóþ ñêî-

ðîñòü: 0 17 ì “v = . Ýòî çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå îæè-
äàåìîãî, òàê êàê âèçóàëüíî ñêîðîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü
áîëüøîé. Íî åñëè ìû âûéäåì íà «óëèöó» è âûñòðåëèì
ãîðèçîíòàëüíî, òî âèçóàëüíàÿ îöåíêà äàëüíîñòè ïîëåòà (íå
áîëåå 20–30 ì) ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü îöåíêè íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè.

Â äàëüíåéøåì ìîæíî îöåíèòü âûñîòó çäàíèé, ñòàðàÿñü
«çàáðîñèòü» ðàçëè÷íûå ïðåäìåòû íà èõ êðûøó, èëè ïîýêñ-
ïåðèìåíòèðîâàòü ñ òåëàìè ðàçíîé ìàññû (íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü âûñòðåëà êîòîðûõ èç ÑÏ îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé è
íå çàâèñÿùåé îò ìàññû) è òàê äàëåå.

À ìû òåïåðü çàéäåì â ïîäâàë, ÷àñòü êîòîðîãî çàëèòà
âîäîé. Âîäà â ïîäâàëå äîñòàòî÷íî ÷èñòàÿ è ïðîçðà÷íàÿ, íî
÷òî-òî êàæåòñÿ â ýòîé êàðòèíêå íåïðàâèëüíûì. Òî÷íî –
òðóáà, êîòîðàÿ óõîäèò ïîä âîäó! Ëó÷, èäóùèé èç âîäû,
äîëæåí èñïûòûâàòü ïðåëîìëåíèå, è ïîýòîìó òðóáà äîëæíà
êàçàòüñÿ «êðèâîé». Íî èñêðèâëåíèÿ íå âèäíî. Äà, íå ïðå-
äóñìîòðåëè ðàçðàáîò÷èêè èãðû âûïîëíåíèå çàêîíîâ ïðå-
ëîìëåíèÿ ñâåòà.

Âîò ìû è âûÿâèëè åùå îäíî íåñîîòâåòñòâèå èãðû è ðå-
àëüíîé æèçíè. Íèêîãäà áåäíûå æèòåëè ýòîãî íåðÿøëèâîãî
ìèðà íå óâèäÿò â íåáå ðàäóãó, íå ïîëþáóþòñÿ íà ëóííóþ
äîðîæêó, óáåãàþùóþ â ìîðå… Â æèçíè âñå îêàçûâàåòñÿ íå
òîëüêî íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì â èãðå, íî è íàìíîãî èíòåðåñ-
íåå.

Ðèñ. 2



âîëí k
λ λ=  è ìàêñèìàëüíîå ãàøåíèå â îáëàñòè ïðîìåæóòî÷-

íûõ äëèí âîëí k
λ λ= ¢ . Çíà÷èò, óçêàÿ «òåìíàÿ» ïîãðàíè÷íàÿ

ïîëîñêà òåíè îò êðàÿ òîíêîé ïðîçðà÷íîé ïëàñòèíêè, íàáëþ-
äàåìàÿ â ïëîñêîñòè ýêðàíà, â äåéñòâèòåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ
òåìíîé íå äëÿ âñåõ äëèí âîëí, à òîëüêî äëÿ èçáðàííûõ – äëÿ

k
λ λ= ¢ .

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàññìîòðåíèÿ ðàçâåðíåì ñõåìó óñòà-
íîâêè íà 90° (ðèñ.2), à äèôðàêöèîííûé ýôôåêò â îáëàñòè
òåíè îò êðàÿ ïëàñòèíêè ïðåäñòàâèì êàê ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ
äâóõ êîãåðåíòíûõ äèôðàãèðîâàííûõ ïó÷êîâ. Îäèí èç íèõ
âîçíèêàåò ïðè äèôðàêöèè ïåðâè÷íîãî ïó÷êà îò êðàÿ íåïðîç-
ðà÷íîãî ýêðàíà 1} , ïðèêðûâàþùåãî ïðàâóþ ïîëîâèíó ñâî-
áîäíîãî ôðîíòà (ñì. ðèñ.2,á); âòîðîé – ïðè äèôðàêöèè
ïåðâè÷íîãî ïó÷êà îò êðàÿ íåïðîçðà÷íîãî ýêðàíà 2} , ïðè-
êðûâàþùåãî ëåâóþ ïîëîâèíó ñâîáîäíîãî ôðîíòà, ïðè óñëî-
âèè ÷òî ïðàâàÿ ïîëîâèíà çàêðûòà äàííîé ïðîçðà÷íîé ïëàñ-
òèíîé Ïë (ñì. ðèñ.2,â). Âçàèìíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ ýòèõ äâóõ
ïó÷êîâ è îïðåäåëèò ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóä è ôàç êîëåáà-
íèé â êàðòèíå äèôðàêöèè îò êðàÿ ïðîçðà÷íîé ïëàñòèíêè Ïë
ïðè åå ðàñïîëîæåíèè ïî ñõåìå ðèñóíêà 2,à.

Íà÷íåì ñî ñõåìû ðèñóíêà 2,á. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì
Ãþéãåíñà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè 0, 1, 2, 3, 4, 5 ïåðâè÷íîé
âîëíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíòàðíûå âòîðè÷íûå èçëó÷à-
òåëè. (Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòè èçëó÷àòåëè îêàçàëèñü êîãåðåíòíû-
ìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû øèðèíà b èñòî÷íèêà ñâåòà – ùåëè Ù

– óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ êîãåðåíòíîñòè sin 2
2

b u
λ

< , ãäå 2u
– óãîë êîãåðåíòíîñòè. Óìåíüøàÿ b, ýòî óñëîâèå âñåãäà ìîæíî

óäîâëåòâîðèòü.) Íà÷àëüíûå ôàçû èçëó÷àòåëåé îêàçûâàþòñÿ
ðàçëè÷íûìè – îíè âîçðàñòàþò îò òî÷êè 0 ê òî÷êå 5. Ýòè
èçëó÷àòåëè ïîñûëàþò âòîðè÷íûå âîëíû âî âñå ñòîðîíû, â
÷àñòíîñòè – â òî÷êó À îñâåùåííîé îáëàñòè, â òî÷êó Â îáëàñòè
ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè è â òî÷êó O¢  ïîãðàíè÷íîé îáëàñòè.
Ôàçà êîëåáàíèÿ, ïðèõîäÿùåãî â äàííóþ òî÷êó íàáëþäåíèÿ
îò êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî èçëó÷àòåëÿ, çàâèñèò îò åãî íà÷àëü-
íîé ôàçû è íàáåãàþùåé ôàçû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû îò
èçëó÷àòåëÿ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäóþ
òî÷êó ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ ïðèõîäèò ñâîÿ ñîâîêóïíîñòü
ýëåìåíòàðíûõ êîãåðåíòíûõ âîëí, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî àìïëè-
òóäàì è ôàçàì. Èõ âçàèìíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ è îïðåäåëèò
ðåçóëüòèðóþùóþ àìïëèòóäó à è îñâåùåííîñòü Å, à òàêæå
ôàçó ðåçóëüòèðóþùåãî êîëåáàíèÿ â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè
íàáëþäåíèÿ.

Ðàñ÷åò ïðèâîäèò ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îñâåùåííîñòè
( )E E x= , ãðàôèê êîòîðîé ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2,á êðèâîé 1.

Òî÷êå O¢  ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöà ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè. Ëåâåå
ýòîé òî÷êè ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ
ñâåòëûõ ïîëîñ, èìåþùèõ áîëüøóþ îñâåùåííîñòü ïðè î÷åíü
ìàëîé è óáûâàþùåé ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò O¢  êîíòðàñòíîñòè
ïîëîñ. Ïðàâåå íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå è ìîíîòîííîå óáûâàíèå
îñâåùåííîñòè. Â ñàìîé æå ïîãðàíè÷íîé òî÷êå O¢  èìååì

0
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…íàì íå ñòûäíî ïðèçíàòü, ÷òî âåñü ïîäëóííûé ìèð è öåíòð
Çåìëè äâèæóòñÿ ïî Âåëèêîìó êðóãó ìåæäó äðóãèìè ïëàíå-
òàìè, çàêàí÷èâàÿ ñâîå îáðàùåíèå âîêðóã Ñîëíöà â îäèí
ãîä…

Íèêîëàé Êîïåðíèê

…âíóòðè ìîëåêóëû ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ ïî çàìêíóòûì
îðáèòàì, ñîçäàâàÿ ìàãíèòíîå ïîëå, ïîäîáíîå òîìó, êàêîå

áûëî áû ñîçäàíî çàìêíóòûì òîêîì, òåêóùèì ïî òåì æå
îðáèòàì.

Ïîëü Ëàíæåâåí

Ìû âèäåëè, ÷òî ïóòü ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì
ïîëå ïðîõîäèò ïî êðóãîâîé îðáèòå. Íî ýòî ñïðàâåäëèâî
òîëüêî äëÿ èäåàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðè÷àðä Ôåéíìàí

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìî âàì
äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè?

Ýòî äâèæåíèå îáúåäèíÿåò ïîïûòêè îïèñàòü óñòðîé-
ñòâî îêðóæàþùåãî ìèðà è â ñàìûõ áîëüøèõ, è â ñàìûõ
ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Äàæå â ïîñëàíèÿõ ãèïîòåòè÷åñêèì
âíåçåìíûì öèâèëèçàöèÿì, ñòðåìÿñü ñâåñòè ê ìèíèìó-
ìó âàæíåéøóþ èíôîðìàöèþ î íàñ è î íàøèõ çíàíèÿõ,
ó÷åíûå ïîìåùàþò èçîáðàæåíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è
ñòðóêòóðû àòîìà, óäèâèòåëüíî ñõîæèå ìåæäó ñîáîé è
ñîñòîÿùèå èç âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îêðóæíîñòåé, ïî
êîòîðûì íåñóòñÿ ïëàíåòû è ýëåêòðîíû. À ÷òî óæ ãîâî-
ðèòü î íåèñ÷èñëèìîì êîëè÷åñòâå èñïîëüçóåìûõ â
òåõíèêå, ñòðîèòåëüñòâå, òðàíñïîðòå âðàùàþùèõñÿ êî-
ëåñ, âàëîâ è øåñòåðåíîê! Âîèñòèíó «âñå âåðòèòñÿ, è
êðóæèòñÿ, è íåñåòñÿ êóâûðêîì».

Âåðîÿòíî, íàøèì äàëåêèì ïðåäêàì íàáëþäàåìîå
êðóãîâîå äâèæåíèå ñâåòèë êàçàëîñü óíèâåðñàëüíûì.
Áîëåå òîãî, âñå íåáåñíîå ïðåäñòàâëÿëîñü èäåàëüíûì,
à èäåàëüíîé ôèãóðîé ñ÷èòàëàñü îêðóæíîñòü. Íî ñî
âðåìåíåì âûÿñíèëîñü, ÷òî îðáèòàìè ïëàíåò ÿâëÿþòñÿ
ýëëèïñû, âðàùåíèå Çåìëè èñïûòûâàåò âîçìóùåíèÿ, à
â äâèæåíèå ïðåäìåòîâ ïî êðóòÿùèìñÿ òåëàì âìåøè-
âàåòñÿ çàãàäî÷íàÿ ñèëà èíåðöèè. Äà è ýëåêòðîíû â
àòîìå ì÷àòñÿ âîâñå íå ïî îêðóæíîñòÿì, åñëè âîîáùå
ýòî ìîæíî íàçâàòü ìåõàíè÷åñêèì äâèæåíèåì…

È âñå æå, ñ ÷åãî-òî íàäî íà÷èíàòü èçó÷åíèå ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëåíèé. Îêðóæíîñòü êàê íåëüçÿ êñòàòè
ïîäõîäèò íà ðîëü ïóñòü ïðîñòîé, íî îõâàòûâàþùåé
ìíîæåñòâî ñèòóàöèé ìîäåëè. Â òî æå âðåìÿ åå ïðîñòîòà
è èäåàëüíîñòü, êàê âû óáåäèòåñü, ïîðîé áûâàþò âåñü-
ìà îáìàí÷èâû.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Æåñòêèé ñòåðæåíü ñêîëüçèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, îïèðàÿñü ñâîèìè êîíöàìè íà ïîë è ñòåíó. Ïî
êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ñåðåäèíà ñòåðæíÿ?

2. Òî÷êà À äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 ì/ñ, à òî÷êà Â –
ñî ñêîðîñòüþ 2 ì/ñ, ïðè÷åì ñêîðîñòè ýòèõ òî÷åê
ñîíàïðàâëåíû. Ìîæåò ëè ðàññòîÿíèå ÀÂ îñòàâàòüñÿ
íåèçìåííûì?

3. Ëóíà ïîñòîÿííî îáðàùåíà ê Çåìëå îäíîé ñòîðî-
íîé. Ñêîëüêî îáîðîòîâ ñîâåðøèò îíà âîêðóã ñâîåé îñè
çà âðåìÿ ïîëíîãî îáîðîòà âîêðóã Çåìëè?

4. Áóäåò ëè ïðîèñõîäèòü ñìåíà äíÿ è íî÷è íà Çåìëå,
åñëè îíà ïåðåñòàíåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè?

5. Âî ñêîëüêî ðàç óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñîâîé ñòðåëêè
áîëüøå óãëîâîé ñêîðîñòè ñóòî÷íîãî âðàùåíèÿ Çåìëè?

6. Óñêîðåíèÿ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äâèæóùèõñÿ
ïî îêðóæíîñòÿì îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà, ðàâíû ïî
ìîäóëþ. Îäíàêî óñêîðåíèå ïåðâîé òî÷êè íàïðàâëåíî
ïîä óãëîì 45° ê êàñàòåëüíîé, à óñêîðåíèå âòîðîé – ïî
ðàäèóñó. Ó êàêîé èç ýòèõ òî÷åê áîëüøå ñêîðîñòü?

7. Ïî÷åìó âåðõíèå ñïèöû êàòÿùåãîñÿ êîëåñà âåëîñè-
ïåäà èíîãäà ñëèâàþòñÿ â îäíî öåëîå, â òî âðåìÿ êàê
íèæíèå âèäíû ðàçäåëüíî?

8. Ñïëîøíîé äèñê êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî
ãîðèçîíòàëüíîìó ó÷àñòêó ïóòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
Êàêèå òî÷êè äèñêà èìåþò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî
íàáëþäàòåëÿ òàêóþ æå ïî ìîäóëþ ñêîðîñòü, ÷òî è öåíòð
äèñêà?

9. Áóäåò ëè ñêàòûâàòüñÿ ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòè
êàòóøêà, ïðèêðåïëåííàÿ ê ñòåíêå íåðàñòÿæèìîé íè-
òüþ? Ïðîñêàëüçûâàíèå
êàòóøêè ïî ïëîñêîñòè
îòñóòñòâóåò.

10. Êàê íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé çâåçäíîãî
íåáà äîêàçàòü, ÷òî Çåì-
ëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã
ñîáñòâåííîé îñè è ÷òî
âðàùåíèå ïðîèñõîäèò ñ
çàïàäà íà âîñòîê?

11. Ê êîíöàì íèòè , ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç äâà ãâîçäÿ
(ñì. ðèñóíîê íèæå), ïðèêðåïëåíû äâèæóùèåñÿ ïî
ãîðèçîíòàëüíûì îêðóæíîñòÿì ãðóçû: ñëåâà – äâà ãðóçà
ìàññîé m êàæäûé, ñïðàâà – îäèí ãðóç ìàññîé 2m. Áóäåò
ëè ýòà ñèñòåìà íàõîäèòüñÿ â ðàâíîâåñèè?

12. Íà íèòè ïîäâåøåí øàðèê. Íèòü ïðèâîäÿò â ãîðè-
çîíòàëüíîå ïîëîæåíèå è îòïóñêàþò øàðèê. Â êàêèõ
òî÷êàõ òðàåêòîðèè åãî óñêîðåíèå íàïðàâëåíî: à) âåðòè-
êàëüíî ââåðõ; á) âåð-
òèêàëüíî âíèç?

13. Â êàáèíå ëèôòà
íà íèòè, ïîäâåøåííîé
ê ïîòîëêó, êà÷àåòñÿ íå-
áîëüøîé ãðóçèê. Êàê
áóäåò äâèãàòüñÿ ãðó-
çèê îòíîñèòåëüíî



ëèôòà, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ëèôò íà÷íåò ñâîáîäíî
ïàäàòü?

14. Íà ïðàâûå èëè ëåâûå ðåññîðû îñåäàåò àâòîìî-
áèëü ïðè ëåâîì ïîâîðîòå?

15. Íà êðóãëîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå íàõîäèòñÿ
íåáîëüøîå òåëî. Êóäà íàïðàâëåíà ñèëà òðåíèÿ, äåé-
ñòâóþùàÿ íà ýòî òåëî ïðè ðàñêðó÷èâàíèè ïëàòôîðìû
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè äî åãî ñîñêàëüçûâàíèÿ?

16. Çà êàêîå âðåìÿ ïëîñêîñòü êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
Ôóêî ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò?

17. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ó÷àñòîê òðàåêòîðèè ÷àñòè-
öû, äâèæóùåéñÿ â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå. Êàêîâ

çíàê çàðÿäà ÷àñòèöû?
18. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ýëåêò-

ðîíà ñîñòàâëÿåò íåêîòîðûé óãîë
ñ ñîâïàäàþùèìè ïî íàïðàâëå-
íèþ âåêòîðàìè ýëåêòðè÷åñêîé
íàïðÿæåííîñòè è ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè. Êàêîâ õàðàêòåð äâèæå-
íèÿ ýëåêòðîíà â îáëàñòè, çàíè-
ìàåìîé ýòèìè ïîëÿìè?

Ìèêðîîïûò

Íàïîëíèòå áóòûëêó íàïîëîâèíó âîäîé è îïóñòèòå íà
âîäó ïðîáî÷íûé ïîïëàâîê ñ îòâåðñòèåì ïîñåðåäèíå.
Çàòåì â ýòî îòâåðñòèå ñâîáîäíî ïðîäåíüòå ñïèöó, à
äðóãîé åå êîíåö çàêðåïèòå â çàêðûâàþùåé áóòûëêó
ïðîáêå (ïðè ýòîì íèæíèé êîíåö ñïèöû äîëæåí áûòü
íåìíîãî ïîãðóæåí â âîäó). Ïîïðîáóéòå ñíÿòü ïîïëàâîê
ñî ñïèöû, íå îòêðûâàÿ áóòûëêó.

Ëþáîïûòíî, ÷òî…

…åùå â äðåâíîñòè áûëè èçâåñòíû òðè êàëåíäàðÿ.
Ïåðâûé áûë ñâÿçàí ñ âðàùåíèåì Çåìëè âîêðóã ñâîåé
îñè, âòîðîé – ñ âðàùåíèåì Ëóíû âîêðóã Çåìëè è
òðåòèé – ñ âðàùåíèåì Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà.

…î÷åíü ñëîæíàÿ ñèñòåìà ìèðà Ïòîëåìåÿ, îïðîâåðã-
íóòàÿ Êîïåðíèêîì, îñíîâûâàëàñü íà ñîðîêà íå çàâèñÿ-
ùèõ äðóã îò äðóãà êðóãîâûõ äâèæåíèÿõ ïëàíåò âîêðóã
Çåìëè è «ïðîöàðñòâîâàëà» â àñòðîíîìèè îêîëî ÷åòûð-
íàäöàòè âåêîâ. Òàêîå äîëãîëåòèå åé îáåñïå÷èëè äîñòà-
òî÷íî òî÷íî ïðåäñêàçûâàåìûå çàòìåíèÿ, ïîÿâëåíèÿ
ïëàíåò èç-çà ãîðèçîíòà è âñå âèäèìûå èçìåíåíèÿ íà
íåáîñâîäå.

…Ãàëèëåé, óñòàíîâèâøèé çàêîí èíåðöèè, âîéäÿ â
ïðîòèâîðå÷èå ñ ñàìèì ñîáîé, óáåäèòåëüíî äîêàçàë
îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå: ïðè÷èíà îáðàùåíèÿ ïëàíåò
âîêðóã Ñîëíöà – èíåðöèÿ, à äâèæåíèå ïî èíåðöèè
ìîæåò áûòü òîëüêî äâèæåíèåì ïî îêðóæíîñòè!

…ïðè äâèæåíèè òåëà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà êðîìå öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè âîçíèêàåò
åùå îäíà ñèëà èíåðöèè – ñèëà Êîðèîëèñà, êîòîðàÿ
êàê áû òîëêàåò òåëî âáîê. Äåéñòâèå èìåííî ýòîé ñèëû
ïðèâîäèò ê ïîäìûâàíèþ ïðàâûõ áåðåãîâ ðåê â ñåâåð-
íîì ïîëóøàðèè è ëåâûõ – â þæíîì, ê îòêëîíåíèþ
ïàäàþùèõ òåë îò âåðòèêàëè è ê ïîâîðîòó ïëîñêîñòè
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà Ôóêî. Êñòàòè, äâà ïîñëåäíèõ
ôàêòà áûëè èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè äîêàçàòåëüñòâàìè
âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè.

…îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ÷àèíêè ñîáèðàþòñÿ â öåíòðå
ñòàêàíà ïðè ïîìåøèâàíèè ÷àÿ ëîæå÷êîé, îêàçàëîñü
íåøóòî÷íûì äåëîì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, îäèí èç îñíîâî-
ïîëîæíèêîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè Ý.Øð¸äèíãåð íå ñó-
ìåë íàéòè ðàçóìíîãî îòâåòà. Â ýòîì îí ïðèçíàëñÿ
îñíîâàòåëþ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè À.Ýéíøòåéíó, âïîñ-
ëåäñòâèè ïîñâÿòèâøåìó âåðíîìó îáúÿñíåíèþ ýòîãî
îïûòà îòäåëüíóþ íàó÷íóþ ïóáëèêàöèþ.

…ãåîñòàöèîíàðíûé ñïóòíèê, «âèñÿùèé» íàä îäíîé
òî÷êîé çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî çàïóñòèòü ëèøü â
ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè. Âûñîòà åãî îðáèòû ñîñòàâ-
ëÿåò îêîëî 36 òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ, ïðè ýòîì îí îáåñïå-
÷èâàåò ñâÿçü ìåæäó íàçåìíûìè ïóíêòàìè, ëåæàùèìè
äî 81° ñåâåðíîé è þæíîé øèðîò.

…ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè âî âðàùàþùåìñÿ
ñîñóäå ïðèíèìàåò ôîðìó ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ, ñïî-
ñîáíîãî ñîáèðàòü â îäíó òî÷êó âñå ïàäàþùèå ïàðàë-
ëåëüíî åãî îñè ñâåòîâûå ëó÷è. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçî-
âàë çíàìåíèòûé àìåðèêàíñêèé ôèçèê-ýêñïåðèìåíòà-
òîð Ðîáåðò Âóä, ïîñòðîèâ òåëåñêîï, ñîñòîÿùèé èç
âðàùàþùåãîñÿ íà äíå êîëîäöà áëþäà ñî ðòóòüþ.

…ïëàíåòàðíàÿ ìîäåëü àòîìà Ðåçåðôîðäà – Áîðà
ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñêîðîñòü îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà â
àòîìå âîäîðîäà, ïðåâûøàþùóþ 2 ìèëëèîíà ìåòðîâ â
ñåêóíäó. Óñêîðåíèå æå, èñïûòûâàåìîå ïðè ýòîì ýëåê-
òðîíîì, äîëæíî äîñòèãàòü ïîèñòèíå ÷óäîâèùíîé âå-
ëè÷èíû – ïðèìåðíî 23 2

10  ì ñ !
…âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà äâèæóùèéñÿ

òî÷å÷íûé çàðÿä â ìàãíèòíîì ïîëå, âïåðâûå áûëî
óñòàíîâëåíî Äæ.Ìàêâåëëîì. Îäíàêî ýòà ñèëà íîñèò
èìÿ ãîëëàíäñêîãî ó÷åíîãî Õ.Ëîðåíöà, ïðèíÿâøåãî îï-
ðåäåëÿþùåå åå ñîîòíîøåíèå çà îäèí èç îñíîâíûõ
çàêîíîâ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

…âïåðâûå èñêðèâëÿòü òðàåêòîðèþ ðàçãîíÿåìûõ çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäëî-
æèë â 1928 ãîäó Ë.Ñöèëëàðä. Ðàçâèòèå ýòîãî ïðèíöèïà
ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ðàçëè÷íûõ óñêîðèòåëåé, à òàêæå
íàêîïèòåëüíûõ êîëåö, â êîòîðûõ «õðàíÿòñÿ», äâèãàÿñü
ñ áëèçêîé ê ñâåòîâîé ñêîðîñòüþ, äàæå òàêèå ýêçîòè÷åñ-
êèå ÷àñòèöû, êàê ïîçèòðîíû è àíòèïðîòîíû.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Ïî÷åìó êóâûðêàåòñÿ êíèãà» – 2000, ¹3, ñ.37;

2. «Ïîõîæèå äâèæåíèÿ» – 2002, ¹3, ñ.29;

3. «Åñëè âðàùàåòñÿ åëî÷íûé øàðèê» – 2002, ¹3, ñ. 44;

4. «Ñîëíöå îñòàíîâèë, ñäâèíóë Çåìëþ» – 2003, ¹2, ñ.13;

5. «Âàííà è çàêîí Áýðà» – 2003, ¹3, ñ.12;

6. «È âñå-òàêè îíà âåðòèòñÿ…» – 2003, ¹4, ñ.17;

7. «Ñìåð÷ ó âàñ äîìà» – 2003, ¹4, ñ.42;

8. «Âèõðè Òèòàíà» – 2004, ¹6, ñ.14;

9. «Î äèíàìèêå êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ» – 2005, ¹2,

ñ.30;

10. «Ïðèíöèï Òîððè÷åëëè è öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè»

– 2005, ¹3, ñ.35;

11. «Îá îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñëó÷àå» – 2005, ¹4, ñ.31 è

¹5, ñ.24.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷
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Ðèñ.3. à) Ñëþäà, t = 9 ìêì; á) ñëþäà, t = 16 ìêì; â) îáåðòêà îò ïà÷êè

ñèãàðåò, t = 19 ìêì

ãäå 0a  è 0E  – àìïëèòóäà è îñâåùåííîñòü ðåçóëüòèðóþùåé
âîëíû, ïðèõîäÿùåé â O¢  îò ñâîáîäíîãî ôðîíòà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðèñóíêó 2,â. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå îñâåùåííîñòè â äèôðàêöèîííîé êàðòèíå â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðèâîé 2,  ïîëíîñòüþ ñèììåò-
ðè÷íîé êðèâîé 1. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ðåçóëüòèðóþùèå êîëåáàíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ ýêðàíà íàáëþ-
äåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ íà âåëè÷èíó

( )xΔϕ , çàâèñÿùóþ îò òîëùèíû t ïðîçðà÷íîé ïëàñòèíêè è åå
àáñîëþòíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n.

Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê èíòåðåñóþùåìó íàñ ðàñïîëîæåíèþ
(ñì. ðèñ.2,à). Îò ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè íà ýêðàíå Ý ôîðìè-
ðóåòñÿ êàðòèíà, ðàñïðåäåëåíèå îñâåùåííîñòè â êîòîðîé
äàåòñÿ êðèâîé 1, à îò ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè – êðèâîé 2.
Ïîñêîëüêó îáå ïîëóïëîñêîñòè ïðîçðà÷íû, òî â êàæäîé òî÷êå
ýêðàíà áóäóò ïåðåêðûâàòüñÿ äâà ðåçóëüòèðóþùèõ êîëåáà-
íèÿ. Ýòè êîëåáàíèÿ èìåþò ðàçíûå àìïëèòóäû è ñäâèã ôàç
Δϕ , ðàçëè÷íûé äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ýêðàíà Ý. Íî íàñ íå
èíòåðåñóåò îáùàÿ êàðòèíà èíòåðôåðåíöèè, íàì âàæíî çíàòü,
÷òî äåëàåòñÿ â îáëàñòè òî÷êè O¢ , ãäå ïîÿâëÿåòñÿ óçêàÿ
ïîëîñêà òåíè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â O¢  ïåðåêðûâàþòñÿ äâà
êîëåáàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

0

1 2
2

a
a a= =  è 0

1 2
4

E
E E= = .

Íåñóùèå ýòè êîëåáàíèÿ ëó÷è ïðîõîäÿò îò òî÷êè S äî òî÷êè
O¢  îäèíàêîâûå îïòè÷åñêèå ïóòè ïîâñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
ó÷àñòêà òîëùèíîé t: îäèí èç ëó÷åé ïðîõîäèò ýòîò ó÷àñòîê
âáëèçè êðàÿ ïëàñòèíêè âíóòðè ïëàñòèíêè è íàáèðàåò îïòè-
÷åñêèé ïóòü tn, âòîðîé æå ëó÷ ïðîõîäèò òó æå òîëùèíó
âáëèçè êðàÿ ïëàñòèíêè, íî â âîçäóõå, è íàáèðàåò îïòè÷åñêèé
ïóòü 

0tn , ïðè ýòîì ìåæäó ëó÷àìè íàáåãàåò îïòè÷åñêàÿ
ðàçíîñòü õîäà ( ) ( )0

1t n n t nΔ = - = - , ãäå 0 1n =  – ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà. Ñâÿçü ìåæäó ðàçíîñòüþ õîäà
ëó÷åé Δ  è ñäâèãîì ôàç êîëåáàíèé Δϕ  îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñ-

òíûì ñîîòíîøåíèåì 2
ΔΔϕ π
λ

= . Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå

ìîæíî çàïèñàòü

( )1
2

t n
Δϕ π

λ
-

= .

Âèäíî, ÷òî ñ èçìåíåíèåì äëèíû âîëíû λ  âåëè÷èíà Δϕ
èçìåíÿåòñÿ è ïåðèîäè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñè-
ìàëüíîãî óñèëåíèÿ 2kΔϕ π= , ãäå k – öåëîå ÷èñëî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëó÷èì óñëîâèå ìàêñèìàëüíîãî óñèëåíèÿ â âèäå

( )1 k
t n kλ- = ,

ãäå k
λ  – òå äëèíû âîëí, êîòîðûå ìàêñèìàëüíî óñèëèâàþòñÿ

â òî÷êå O¢ . Ìàêñèìàëüíîå ãàøåíèå áóäóò èñïûòûâàòü ïðî-
ìåæóòî÷íûå äëèíû âîëí k

λ¢ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå ( )2 1kΔϕ π= + , ïîýòîìó óñëîâèå ìàêñèìàëüíî-
ãî ãàøåíèÿ çàïèøåì â âèäå

( ) ( )1 2 1
2

kt n k
λ¢

- = + .

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè îñâåùåíèè
ïëàñòèíêè ñâåòîì ñ äëèíàìè âîëí kλ λ=  â ïîãðàíè÷íîé
îáëàñòè O¢  ïðîèñõîäèò èíòåðôåðåíöèÿ äâóõ êîëåáàíèé, äëÿ

êîòîðûõ 0

1 2
2

a
a a= =  ïðè 2kΔϕ π= . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

ðåçóëüòèðóþùåãî êîëåáàíèÿ èìååì

1 2 0a a a a= + =  è 1 04E E E= = .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñâåòîâîì ïó÷êå, ñîäåðæàùåì íàáîð äëèí
âîëí kλ , òåíü îò êðàÿ ïëàñòèíêè âîçíèêàòü íå äîëæíà, à

ïîãðàíè÷íàÿ îáëàñòü O¢  ïðè íàëè÷èè ïëàñòèíêè äîëæíà
áûòü îñâåùåíà òàê æå, êàê ýòî áûëî áû â åå îòñóòñòâèå. Ïðè
îñâåùåíèè æå ïëàñòèíêè ñâåòîâûì ïó÷êîì, ñîäåðæàùèì
ïðîìåæóòî÷íûå äëèíû âîëí k

λ¢ , èìååì ïî-ïðåæíåìó

0

1 2
2

a
a a= = , íî ( )2 1kΔϕ π= + . Ïîýòîìó

1 2 0a a a= - =  è 2 0E a= = .

Çíà÷èò, òåíü îò êðàÿ ïëàñòèíêè äîëæíà â ýòîì ñëó÷àå
âîçíèêàòü, áûòü ðåçêî âûðàæåííîé è îòëè÷àòüñÿ áîëüøîé
êîíòðàñòíîñòüþ.

Çàëîãîì ïîëó÷åíèÿ âûñîêîêà÷åñòâåííîé ñïåêòðàëüíîé
êàðòèíû ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé: êðàé
ïðîçðà÷íîé ïëàñòèíêè äîëæåí áûòü ïðÿìûì è ðîâíûì (áåç
çàçóáðèí è èçãèáîâ); ñàìà ïëàñòèíêà âáëèçè êðàÿ äîëæíà
áûòü îäíîðîäíîé ïî òîëùèíå è îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè; ùåëü
Ù è ùåëü ñïåêòðîñêîïà äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî óçêèìè;
îáå ùåëè è êðàé ïëàñòèíêè äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû â
îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñóíêè 3 è 4 èëëþñòðèðóþò íàáëþäàåìûå â îïûòå çàêî-
íîìåðíîñòè. Ñïåêòðàëüíûå êàðòèíû ñôîòîãðàôèðîâàíû ïðè

ïîìîùè ìèêðîôîòîíàñàäêè ÌÔÍ-3. Ðàññòîÿíèÿ ñ è d â
îïûòàõ ñ ïëàñòèíêàìè èç ðàçíûõ ïðîçðà÷íûõ ñðåä áûëè
îäèíàêîâû è ñîñòàâëÿëè ïðèáëèçèòåëüíî 20 ñì. Ñíèìîê 3
ïîëó÷åí ïðè ðàáîòå ñî øêîëüíûì ñïåêòðîñêîïîì, à ñíèìîê
4 – ñ óíèâåðñàëüíûì ìîíîõðîìàòîðîì.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 30)

â

Ðèñ.4. à) Ñëþäà, t = 22 ìêì; á) ïîêðîâíîå ñòåêëî, t = 138 ìêì
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Ãåîìåòðè÷åñêèå
øåäåâðû
Øàðûãèíà

Â.ÏÐÎÒÀÑÎÂ, Â.ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ

1 Îíà áûëà âêëþ÷åíà â ðàáî÷èå òåòðàäè äëÿ ñåäüìîãî êëàññà
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ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñòîðîí óãëà.

Ðèñ. 1

Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê

Ò
ÂÎÐ×ÅÑÊÀß  ÆÈÇÍÜ  ÈÃÎÐß  ÔÅÄÎÐÎÂÈ×À  ØÀÐÛÃÈÍÀ

ñêëàäûâàëàñü íå âïîëíå îáû÷íûì îáðàçîì. Îí ïðîÿâèë
ñåáÿ î÷åíü îäàðåííûì ñòóäåíòîì. Çàêîí÷èâ Ìîñêîâñêèé óíè-
âåðñèòåò â 1959 ãîäó, îí ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó è óñïåøíî
çàâåðøèë åå, çàùèòèâ äèññåðòàöèþ, ãäå èì áûëè ïîëó÷åíû
ÿðêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ôóíêöèé è òåîðèè
ïðèáëèæåíèé. Íî âñêîðå ïîñëå àñïèðàíòóðû îí îñòàâèë
«âûñîêóþ íàóêó» è öåëèêîì ïîñâÿòèë ñåáÿ øêîëüíîé ìàòå-
ìàòèêå – èññëåäîâàíèÿì ïî ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè – è ðàç-
âèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ. Îí îñòàâèë ìíîæåñòâî
çàìå÷àòåëüíûõ êíèã è ñòàòåé, íî, ïîæàëóé, â íàèáîëüøåé
ìåðå åãî òàëàíò ïðîÿâèëñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì êîìïîçèòîðñòâå,
ò.å. â ñîçäàíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ øåäåâðîâ. Ýòîé ñòîðîíå åãî
òâîð÷åñòâà è ïîñâÿùåíà íàøà ñòàòüÿ. Îíà íàïèñàíà äâóìÿ
àâòîðàìè. Ïåðâûé èç íèõ ïðè÷èñëÿåò ñåáÿ ê ó÷åíèêàì Øà-
ðûãèíà, âòîðîé áûë ñâÿçàí ñ Èãîðåì Ôåäîðîâè÷åì ïî÷òè ïÿ-
òèäåñÿòüþ ãîäàìè äðóæáû è òâîð÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êàê îòîáðàòü èç îãðîìíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî íàñëåäèÿ
Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ íåáîëüøîé æóð-
íàëüíîé ñòàòüè? Ïðèçíàòüñÿ, äëÿ àâòîðîâ ýòî áûëî áîëüøîé
ïðîáëåìîé. Ìû ðåøèëè ïîñòóïèòü ïðîñòî: íàïèñàòü ïðî òå
çàäà÷è Øàðûãèíà, êîòîðûå â íàèáîëüøåé ìåðå ïîíðàâèëèñü
è çàïîìíèëèñü íàì. Ýòî áóäåò, êîíå÷íî, âåñüìà ñóáúåêòèâ-
íûé âçãëÿä. Õîòÿ, êàê ñêàçàë îäèí çàìå÷àòåëüíûé ïèñàòåëü,
âñå ìíåíèÿ âñåãäà ñóáúåêòèâíû, à îáúåêòèâíîãî ìíåíèÿ íå
ñóùåñòâóåò âîâñå.

Íà÷íåì ñ òàêîé êðàñèâîé ìèíèàòþðû.
Çàäà÷à 1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëîì Â, ðàâíûì 120°,

ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AA¢ , BB¢  è CC¢  (ðèñ.1). ×åìó
ðàâåí óãîë A B C¢ ¢ ¢ ?

Çàäà÷à óíèêàëüíà òåì, ÷òî ðàññ÷èòàíà íà ó÷åíèêîâ 7
êëàññà ñðåäíåé øêîëû1 , îäíàêî âûçûâàåò òðóäíîñòè ó âñåõ,
êòî âèäèò åå âïåðâûå, âêëþ÷àÿ àáèòóðèåíòîâ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ôàêóëüòåòîâ, ïîáåäèòåëåé îëèìïèàä è ïðîôåññèîíàëü-
íûõ ìàòåìàòèêîâ. Ïðè÷èíà ïðîñòà: ýòà çàäà÷à ÷ðåçâû÷àéíî
òðóäíî «ñ÷èòàåòñÿ». Æåëàþùèå ìîãóò ïîïðîáîâàòü ðåøèòü
åå ñ ïîìîùüþ òåîðåì ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è ôîðìóë òðèãîíî-
ìåòðèè. Ýòî âîçìîæíî, íî ñîâñåì íå ïðîñòî. Ïîäîáíûå
«êðåïêèå îðåøêè» ñàì Èãîðü Ôåäîðîâè÷ î÷åíü öåíèë.
Íàçûâàÿ òðèãîíîìåòðèþ «êèëëåðîì» ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ
÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè êîðîòêîå ñ÷åòíîå ðåøåíèå è òåì ñàìûì
ëèøèòü êðàñèâóþ çàäà÷ó âñÿêîé ãåîìåòðè÷åñêîé èäåè, îí
ñòðåìèëñÿ ñîçäàâàòü òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ òðèãîíîìåòðèÿ
áûëà áû áåññèëüíà èëè ñëàáà. Çàäà÷à 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
«àíòèêèëëåðîì».

Âîò àâòîðñêîå ðåøåíèå çàäà÷è, êîòîðîå ìû ðàçáèâàåì íà
îòäåëüíûå ïóíêòû, âûäåëÿÿ «ëîãè÷åñêèå õîäû».

1) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABB¢ (!)(ñì. ðèñ.1).
2) Óãîë Â â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ðàâåí 120°, ñëåäîâàòåëüíî,

óãîë B BC¢  ðàâåí 60°, èáî BB¢  – áèññåêòðèñà.
3) Ïðîäîëæèì ñòîðîíó ÀÂ è îáîçíà÷èì ÷åðåç BD ëó÷,

ïðîäîëæàþùèé ÀÂ. Òîãäà óãîë ÑBD òîæå ðàâåí 60°, èáî îí
äîïîëíÿåò óãîë Â äî ðàçâåðíóòîãî óãëà.

4) Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÑ – ýòî áèññåêòðèñà âíåøíåãî (ïî
îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó ABB¢ ) óãëà B BD¢ .

5) Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé: áèññåêòðèñû äâóõ
âíåøíèõ è òðåòüåãî âíóòðåííåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

6) Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî B A¢ ¢  áèññåêòðèñà (òîæå
âíåøíåãî ïî îòíîøåíèþ ê òðåóãîëüíèêó ABB¢ ) óãëà BB¢Ñ
(!).

7) Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B C¢ ¢  –
áèññåêòðèñà óãëà BB A¢ .

8) Çíà÷èò, óãîë A B C¢ ¢ ¢  ðàâåí ïîëîâèíå ðàçâåðíóòîãî óãëà
AB C¢ , ò.å. îí ðàâåí 90°.

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà è â ñôåðè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî çíà÷èò. Åñëè âû âîçüìåòå ìîäåëü
ñôåðû – ðåçèíîâûé ìÿ÷èê, íà êîòîðîì ìîæåòå ðèñîâàòü, – è
íàðèñóåòå òðè áîëüøèõ êðóãà, ó âàñ ïîëó÷àòñÿ äâà öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûõ ñôåðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêà. Ðàññìîòðèì îäèí èç
íèõ. Îáîçíà÷èì åãî âåðøèíû ñíîâà À, Â è Ñ. Â ýòîì òðåóãîëü-
íèêå âåëè÷èíû óãëîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåëè÷èíû óãëîâ ìåæäó
êàñàòåëüíûìè ê ñôåðå, ïðîâåäåííûìè â ñîîòâåòñòâóþùåé âåð-
øèíå. Ïîýòîìó ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî çíà÷èò «óãîë Â ðàâåí ñòà
äâàäöàòè ãðàäóñàì». Îïðåäåëåíèå áèññåêòðèñû òàêîå æå, êàê íà
ïëîñêîñòè, – ýòî äóãà áîëüøîãî êðóãà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âåðøèíó óãëà è äåëÿùàÿ åãî ïîïîëàì. Ñîõðàíÿåòñÿ è ñâîéñòâî
áèññåêòðèñû áûòü ðàâíîóäàëåííîé îò ñòîðîí óãëà. À ïîòîìó è
ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 1, è åå ðåøåíèå, è îòâåò ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè
ñòàâèòü çàäà÷ó íà ñôåðå!

À òå, êòî çíàþò, ÷òî òàêîå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî, ñðàçó
ïîéìóò, ÷òî è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 1, è åå ðåøåíèå, è îòâåò
ñîõðàíÿþòñÿ, åñëè ñòàâèòü çàäà÷ó íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Âñå òðè óòâåðæäåíèÿ âìåñòå îáúåäèíÿåò ôðàçà: çàäà÷à 1
ÿâëÿåòñÿ ôàêòîì àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè (ò.å. íå çàâèñèò îò
àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ).

Îáñóäèì âîïðîñ: à íà ñàìîì äåëå òðóäíà èëè íåò ðàññìîòðåí-
íàÿ íàìè çàäà÷à 1? Äàâàéòå íà åå ïðèìåðå ïîôèëîñîôñòâóåì íàä
òåì, êàê îöåíèâàòü òðóäíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîáëåìû è
ìîæíî ëè âîîáùå ýòî äåëàòü.

Â ïðèíöèïå, òðóäíîñòü êîíêðåòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî
îöåíèâàòü ÷èñëîì ëîãè÷åñêèõ õîäîâ, íî ìîæíî ýòè ëîãè÷åñêèå
õîäû ðàñïðåäåëÿòü ïî òðåì êàòåãîðèÿì è îïèñûâàòü ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ òðåìÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (èëè íóëÿìè), õàðàêòå-
ðèçóþùèìè âûñîòó, øèðèíó è ãëóáèíó ýòîãî ðåøåíèÿ.

Âûñîòà – ýòî ÷èñëî ïðîñòûõ èìïëèêàöèé â ðåøåíèè. Âûøå ìû
âûäåëèëè âîñåìü ëîãè÷åñêèõ õîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ – ýòî
ïðîñòûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Òàêîâ, íàïðèìåð, ïóíêò 2: 120B– = ∞,
BB¢  – áèññåêòðèñà 60B BCfi – = ∞¢ .
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Èíûå æå ëîãè÷åñêèå õîäû – ýòî îòñûëêè íà èçâåñòíûå
òåîðåìû. Òàêîâ ïóíêò 5. (Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ñïèñîê «èçâå-
ñòíûõ òåîðåì» íåîáõîäèìî êàê-òî çàðàíåå ôèêñèðîâàòü). ×èñëî
îòñûëîê ñîñòàâëÿþò øèðèíó ïðèâîäèìîãî ðåøåíèÿ.

È íàêîíåö, äâà õîäà îòìå÷åíû âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè –
îíè õàðàêòåðèçóþò ãëóáèíó ðåøåíèÿ. Òàêîâà ñèìâîëèêà êîì-
ìåíòèðîâàíèÿ øàõìàòíîé ïàðòèè: âîñêëèöàòåëüíûìè çíàêàìè
âûäåëÿþòñÿ íàèáîëåå çàìå÷àòåëüíûå õîäû, íå âûòåêàþùèå èç
ïîâåðõíîñòíîãî âçãëÿäà íà ïîçèöèþ è ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá
îñîáîé èçîùðåííîñòè èãðîêà â äàííûé ìîìåíò. Òàê è çäåñü
íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî òðåó-
ãîëüíèê ABB¢ , íî äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì
ðàññìîòðåíèè – êëþ÷ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. À âòîðîé âîñêëèöàòåëü-
íûé çíàê ïîñòàâëåí ëîãè÷åñêîìó õîäó, ãäå îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî
B A¢ ¢  – áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà. Òîæå ïðÿìî íèîòêóäà íå
ñëåäóåò, ÷òî èìåííî â ýòîì ñóòü äåëà.

Ïîäâåäåì èòîã: â íàøåì ðåøåíèè âûñîòà ðàâíà ïÿòè, øèðèíà
– åäèíèöå, à ãëóáèíà – äâóì. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ïîäàâëÿþùåå
áîëüøèíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ Øàðûãèíà îáëàäàåò íåòðè-
âèàëüíîé ãëóáèíîé, â ÷àñòíîñòè è â òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîì
çíà÷åíèè ýòîãî ñëîâà.

Íî, ïðåðâåì ïîêà íàøè ôèëîñîôñêèå îáñóæäåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïðî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD èçâåñòíî, ÷òî îí
âïèñàí â îêðóæíîñòü è ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì íà ñòîðîíå AD, êàñàþùàÿñÿ òðåõ äðóãèõ ñòîðîí.
Äîêàæèòå, ÷òî AD (äëèíà îòðåçêà) ðàâíÿåòñÿ ÀÂ + ÑD.

Ýòà çàäà÷à áûëà ïðèäóìàíà Øàðûãèíûì äëÿ «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà» è ñðàçó ñòàëà ïîïóëÿðíîé. À ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
îíà áûëà âêëþ÷åíà â âàðèàíò Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé îëèìïèàäû, ïðè÷åì íå îò Ðîññèè (òîãäà ÑÑÑÐ), à îò
äðóãîé ñòðàíû, è, êîíå÷íî æå, áåç ññûëêè íà àâòîðà. Îäèí
èç áëèçêèõ äðóçåé Èãîðÿ Ôåäîðîâè÷à çàìåòèë êàê-òî, ÷òî
Øàðûãèíà ïîñòîÿííî îáêðàäûâàëè.

Ñíîâà ïîïðîáóåì îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðèâîäèìîãî äàëåå
ðåøåíèÿ.

1) Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ÷åðåç òî÷êè Â, Ñ è Î, ãäå O ADŒ

– öåíòð îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ÀÂ, ÂÑ è CD (!) (ðèñ.2,à).

2) Ïóñòü Ì – äðóãàÿ òî÷êà (ìîæåò áûòü, ñîâïàäàþùàÿ ñ
Î), â êîòîðîé îêðóæíîñòü ïóíêòà 1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AD,
óãîë AMÂ îáîçíà÷èì ÷åðåç α (!).

3) ×åòûðåõóãîëüíèê OBCM – âïèñàííûé, è ïîòîìó
BCO α– = .
4) Ñòîðîíû ÑÂ è CD êàñàþòñÿ (ïî óñëîâèþ çàäà÷è)

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î, è ïîòîìó ÑÎ – áèññåêòðèñà.
5) Èç ï.4 è 3 ñëåäóåò, ÷òî 2BCD α– = .
6) ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé (ïî óñëîâèþ),

ñëåäîâàòåëüíî, èç ï.5 âûòåêàåò, ÷òî, 180 2BAD α– = ∞ - .
7) Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÌ èçâåñòíû äâà óãëà À è Ì,

ñëåäîâàòåëüíî, ABM–  ðàâåí ( )180 180 2α α α∞ - ∞ - + = .
8) Èç ï.7. ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÌ ðàâíîáåäðåííûé,

ò.å. ÀÂ = AM
9) Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî CD = DM (ðèñ.2,á),

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Ìû âèäèì, ÷òî çäåñü 9 ëîãè÷åñêèõ õîäîâ, äâà âîñêëèöà-

òåëüíûõ çíàêà (òî, ÷òî ÷åðåç òðè òî÷êè Â, Ñ è Î íàäî
ïðîâîäèòü îêðóæíîñòü, – ýòî èçîáðåòåíèå, ýòî àêò íàèòèÿ

èëè òâîð÷åñêîé ñèëû, ïîòîìó è ñòîèò ïåðâûé âîñêëèöàòåëü-
íûé çíàê, íî òî, ÷òî âàæíåéøóþ ðîëü ñûãðàåò òî÷êà Ì, òîæå
î÷åíü íåñòàíäàðòíî). È øèðîòà ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ âåñü-
ìà çíà÷èòåëüíàÿ: ï.3 – òåîðåìà î ðàâåíñòâå óãëîâ, îïèðàþ-
ùèõñÿ íà îäíó è òó æå äóãó; ï.4 – òåîðåìà î áèññåêòðèñå; ï.6
– òåîðåìà î ñóììå ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà; ï.7 – òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíè-
êà; íàêîíåö, ï.9 – òåîðåìà î ðàâåíñòâå óãëîâ ðàâíîáåäðåííî-
ãî òðåóãîëüíèêà.

Èòàê, âûñîòà ïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ ðàâíà äâóì, øèðèíà
– ïÿòè è ãëóáèíà – òîæå äâóì.

Â 1993 ãîäó ñòàðøåìó èç àâòîðîâ ýòîé ñòàòüè áûëî ïîðó÷å-
íî âîçãëàâèòü æþðè î÷åðåäíîé Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäû. Åñòåñòâåííî áûëî îáðàòèòüñÿ ê È.Ô.Øàðûãèíó
ñ ïðîñüáîé ïðèäóìàòü çàäà÷è ê íåé. Âîò åãî çàäà÷à äëÿ 9
êëàññà. Îíà øëà ïîä øåñòûì íîìåðîì, êàê ñàìàÿ òðóäíàÿ.

Çàäà÷à 3. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Èçâåñòíî, ÷òî
BAC 30– = ∞ , D 150– = ∞  è, êðîìå òîãî, ÀÂ = BD. Òðåáóåò-

ñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÀÑ – áèññåêòðèñà óãëà Ñ.
Âîò àâòîðñêîå ðåøåíèå çàäà÷è.
1) Ïóñòü B¢  – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Â îòíîñèòåëüíî ÀÑ

(ðèñ.3,à).

2) Â ñèëó ñèììåòðèè, AB AB= ¢  è BAC B AC– = – ¢ .
3) Èç ï. 2 ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ABB¢  ðàâíîñòîðîííèé.
4) Èç ï. 3 è óñëîâèÿ ÀÂ = BD âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè À, B¢

è D ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â Â (ðàäèóñà ÀÂ) (!).
5) Èç ï.3 è 4 âûòåêàåò, ÷òî óãîë ADB¢  îïèðàåòñÿ íà äóãó

â 60°.
6) Èç ï.5 ñëåäóåò, ÷òî 30ADB– = ∞¢ .
7) Èç ï.6 ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé

ñ B¢  è Ñ.
8) Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CD ñèììåòðè÷íà ÑÂ, ò.å. ÀÑ –

áèññåêòðèñà óãëà BCD, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íî ïðîäîëæèì íàøå ôèëîñîôñòâîâàíèå. À êàê æå âñå-òàêè
îöåíèâàòü ñëîæíîñòü ñàìîé çàäà÷è, à íå åå ðåøåíèÿ? Ìîæíî
ïîñòóïèòü òàê, êàê ÷àñòî ìàòåìàòèêè è ïîñòóïàþò: â êà÷åñòâå
îöåíêè ñëîæíîñòè çàäà÷è ìîæíî âçÿòü ìèíèìóì ñëîæíîñòè ïî
âñåì èìåþùèìñÿ ðåøåíèÿì. Ïîïðîáóåì ïðèëîæèòü ýòó èäåîëî-
ãèþ ê çàäà÷å 3.

Äî ñèõ ïîð áûëî ðàññêàçàíî î ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ.
À ñåé÷àñ áóäåò ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è 3.

Î÷åíü ñòàðûé è ãëóáîêèé âîïðîñ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè
ñòàâèëñÿ òàê: ÷òî ëó÷øå – àëãåáðà è àíàëèç èëè ãåîìåò-
ðèÿ? Êàê âû óæå íàâåðíÿêà ïîíÿëè, È.Ô.Øàðûãèí áûë
ñòîðîííèêîì èìåííî ãåîìåòðèè, è ïåðâûé àâòîð ýòîé ñòà-
òüè òàêîå ìíåíèå âñåãäà ðàçäåëÿë. Âòîðîé àâòîð ïîñâÿòèë
îáñóæäåíèþ ýòîãî âîïðîñà íåñêîëüêî ñòàòåé (â ÷àñòíîñòè,
â «Êâàíòå»), ñòàðàÿñü çàùèòèòü êîíöåïöèþ, ÷òî íå ñëåäóåò
óïîðÿäî÷èâàòü íåñðàâíèìîå, íå íóæíî îòäàâàòü ïðåäïî÷òå-
íèå ÷åìó-òî îäíîìó, íåðàçóìíî ÿâíûì îáðàçîì ñòàíîâèòüñÿ
íà îäíó èç äâóõ ñòîðîí. Ìèð íàïîëíåí äâîéñòâåííîñòüþ,
âåùàìè, êîòîðûå íåðàçðûâíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, íî
äàþò âîçìîæíîñòü ïîñìîòðåòü íà ìèð ñ äâóõ ðàçíûõ ñòî-
ðîí. È âîò òàêèìè äâóìÿ ðàçíûìè ñòîðîíàìè ÿâëÿþòñÿ
ãåîìåòðèÿ è àëãåáðà.

Ïåðåõîäèì òåïåðü ê îïèñàíèþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 2
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37Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê

1) Îáîçíà÷èì BCA–  ÷åðåç ϕ , à DCA–  – ÷åðåç ψ ,
ñòîðîíó ÀÂ îáîçíà÷èì ÷åðåç à, à ÂÑ – ÷åðåç b (ðèñ.3,á).

2) Èç òðåóãîëüíèêà ABC ïî òåîðåìå ñèíóñîâ ïîëó÷àåì

2
sin sin 30

a b
b

ϕ
= =

∞
.                     (1)

3) Îáîçíà÷èì CAD–  ÷åðåç χ ; èç óñëîâèÿ ( 150ADC– = ∞ ),
ï.1 è òåîðåìû î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà âûòåêàåò ðàâåí-
ñòâî

180 150 30χ ψ ψ= ∞ - ∞ - = ∞ - .

4) Èç óñëîâèé çàäà÷è ( 30BAC– = ∞  è ÀÂ = ÂD) è ï.3
ñëåäóåò, ÷òî 60A BDAψ– = ∞ - = – .

5) Èç ï.4 ñëåäóåò, ÷òî 90BDC ψ– = ∞ + .
6) Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà CBD ñëåäóåò

ñîîòíîøåíèå

( ) ( )sin sin 90

a b

ϕ ψ ψ
=

+ ∞ +
.                (2)

7) Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì

( )sin 2 sin cosϕ ψ ϕ ψ+ = .

8) Ðàñêðûâàÿ ñèíóñ ñóììû, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

sin cos cos sinϕ ψ ϕ ψ= .

9) Èç ï.8 ñëåäóåò, ÷òî ϕ ψ= . Çàäà÷à ðåøåíà.
Êàê ñðàâíèòü ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ? Èìïëèêàöèé â àíà-

ëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ÷óòü áîëüøå, íî âîñêëèöàòåëüíûõ çíà-
êîâ òàì ñîâñåì íåò: çàäà÷ó ìîæíî ïðèçíàòü ñòàíäàðòíîé.
Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ïðåäïî÷òåíèÿ: îïûòíûå ãåîìåòðû
ïðîãîëîñóþò çà ïåðâîå, íåîïûòíûå, íî âëàäåþùèå òðèãîíî-
ìåòðèåé, – çà âòîðîå ðåøåíèå. Íà îëèìïèàäå ýòó çàäà÷ó
ðåøèëè 5–6 ÷åëîâåê, è áûë ëèøü îäèí ïëþñ-ìèíóñ çà
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

È åùå îäèí, â êàêîì-òî ñìûñëå äðàìàòè÷åñêèé, ìîìåíò â
æèçíè âòîðîãî àâòîðà ñâÿçàí ñ È.Ô.Øàðûãèíûì. Ýòî ñëó-
÷èëîñü ëåòîì 1984 ãîäà. Øëà ïîäãîòîâêà ê î÷åðåäíîé Ìåæ-
äóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå. Ïðîèñõîäèëà ýòà
ïîäãîòîâêà ïîä Ìîñêâîé, â äîìå îòäûõà. Òóäà ïðèâåçëè
êîìàíäó, è ðàçíûå ìàòåìàòèêè ïðèåçæàëè åå òðåíèðîâàòü.
Ïîïðîñèëè ïðèíÿòü ó÷àñòèå è âòîðîãî èç àâòîðîâ ýòîé
ñòàòüè. À îí êàê ðàç òîãäà ïèñàë ñâîþ êíèæêó «Ðàññêàçû î
ìàêñèìóìàõ è ìèíèìóìàõ» è ïðîïàãàíäèðîâàë ìûñëü, ÷òî
áîëüøèíñòâî çàäà÷ ïëîñêîé ãåîìåòðèè íà ìàêñèìóì è ìèíè-
ìóì ìîæíî ðåøèòü òàê: íàäî èõ ôîðìàëèçîâàòü ðàçóìíûì
îáðàçîì, à ïîòîì ïðèìåíÿòü ëèáî òåîðåìó Ôåðìà î òîì, ÷òî
â òî÷êàõ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíÿåòñÿ
íóëþ, ëèáî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. È áóäóùèì
îëèìïèéöàì êðàéíå íåîñòîðîæíî áûëî ïðåäëîæåíî äàâàòü
ëåêòîðó ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì, à îí
áóäåò èõ íåìåäëåííî ðåøàòü ïî ñâîåé ìåòîäå (êîòîðàÿ â
ëåêöèè áûëà óæå èçëîæåíà). À ïîòîì îëèìïèéöàì ïðåäëà-
ãàëîñü ðàññêàçûâàòü ñâîè ðåøåíèÿ è ñðàâíèâàòü «êòî êîãî».
Ýòî ïðåäëîæåíèå âûçâàëî áóðíîå âåñåëüå: îëèìïèéöû áûëè
óâåðåíû â òîì, ÷òî ïîáåäà áóäåò çà íèìè, òåì áîëåå ÷òî
íåçàäîëãî äî òîãî èõ ó÷èë ãåîìåòðèè ñàì Èãîðü Ôåäîðîâè÷
Øàðûãèí.

Âîò îäíà èç òåõ çàäà÷, àâòîðîì êîòîðîé áûë, êîíå÷íî,
Èãîðü Ôåäîðîâè÷; îíà ôèãóðèðîâàëà íà Ìîñêîâñêîé îëèì-
ïèàäå â 1980 ãîäó.

Çàäà÷à 4. Äàí êðóã ñ öåíòðîì Î, ÀÑ – äèàìåòð êðóãà. Íà
ÎÑ äàíà òî÷êà F. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê ïðîâåñòè õîðäó BD
÷åðåç òî÷êó F òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD áûëà ìàêñèìàëüíîé?

Âîò ðåøåíèå È.Ô.Øàðûãèíà.
1) Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè ABC è OBF (ðèñ.4,à).

2) Ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âûñîòû îäèíàêîâûå, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïëîùàäè îòíîñÿòñÿ òàê æå, êàê OF îòíîñèòñÿ ê ÀÑ.

3) Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

OBF ODF

ABC ADC

S OF S

S AC S
= = .

4) Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

OBD

ABCD

S OF

S AC
= .

5) Çíà÷èò, âìåñòî òîãî ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà, âîçìîæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà OBD.

6) Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìàêñèìèçèðîâàòü sin BOD– . Â
ýòîì ìåñòå âîçíèêàåò êðàñèâàÿ íåîæèäàííîñòü – «ñìåíà
ðåæèìà».

7) Îáîçíà÷èì óãîë BOD ÷åðåç ϕ . Íàèëó÷øèé óãîë îáîçíà-

÷èì �̂ϕ . Î÷åâèäíî, ÷òî 0
ϕ π£ , ãäå 0

ϕ  ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ÀÑ è BD, è ïîòîìó, åñëè 0 2ϕ π£ , òî

ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ � 2ϕ π= ,

åñëè æå 0 2ϕ π> , òî �

0
ϕ ϕ= .

(×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî
íàéòè ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ õîäîâ â ýòîì ðàññóæäåíèè.)

Òàê âîò, øêîëüíèêè-îëèìïèéöû ïðåäëîæèëè ëåêòîðó ðå-
øèòü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ. Âîò êàêèì îêàçà-
ëîñü ðåøåíèå.

1) Ñíà÷àëà íàäî ôîðìàëèçîâàòü çàäà÷ó. Ïóñòü ÀÑ = 1,
OF = a, a óãîë BFC îáîçíà÷èì ϕ  (ðèñ.4,á).

2) Îëèìïèéöû ïîäñêàçàëè, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, ðàâíà ïîëóïðîèçâåäåíèþ
äèàãîíàëåé íà ñèíóñ (îñòðîãî) óãëà ìåæäó íèìè.

3) Äëèíà âòîðîé äèàãîíàëè BD ðàâíà 2 22 1 sina ϕ- .
4) Èç ï.2 è 3 ñëåäóåò, ÷òî íàäî íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè

( ) 2 21 sin sing aϕ ϕ ϕ= -  ïðè óñëîâèè, ÷òî 0 2ϕ π£ £ .
5) Äåëàåì çàìåíó sina zϕ =  è ïðèõîäèì ê çàäà÷å î

íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèè ( ) ( )1f z z z= -  ïðè óñëî-
âèè, ÷òî 20 z a£ £ .

Ýòî – ïðîñòàÿ çàäà÷à, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü âûïè-

ñûâàíèåì îòâåòà: åñëè 
1

0
2

a£ £ , òî 2z a=
� , ò.å. �

2

πϕ = ;

åñëè æå 
1

1
2

a< £ , òî 
1

2
z =
� , ò.å. �

1
arcsin

2a
ϕ = .

Òåïåðü ñóäèòå ñàìè, êàêîå ðåøåíèå ïðîùå – ãåîìåòðè÷åñ-
êîå èëè àíàëèòè÷åñêîå.

Ñ ýòîé çàäà÷åé ëåêòîð ñïðàâèëñÿ äîñòàòî÷íî óñïåøíî, è
òîãäà ðàññåðæåííûå îëèìïèéöû äàëè åìó åùå îäíó çàäà÷ó,
ïðî êîòîðóþ óæå òâåðäî áûëè óâåðåíû, ÷òî ëåêòîðó åå íå
îñèëèòü. È äåéñòâèòåëüíî, ñõîäó ó íåãî íè÷åãî íå ïîëó÷è-
ëîñü, è îí âûíóæäåí áûë âçÿòü òàéì-àóò, ñêàçàâ: «Ïîéäèòå-
êà ïîïåéòå ÷àéêó!» À çà âðåìÿ òàéì-àóòà êîå-êàê âñå æå
ñïðàâèëñÿ ñ ðåøåíèåì.

Âîò ýòà çàäà÷à: Äàí óãîë À è â íåì âíóòðè äâå òî÷êè Ì
è N. Êàê ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÂÑ ÷åðåç òî÷êó Ì òàê, ÷òîáû
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ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABNC áûëà ìèíèìàëüíîé (òî÷-
êè Â è Ñ ëåæàò íà ñòîðîíàõ óãëà À)?

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî åå ðåøèòü, à î òîì,
êàê îíà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà, ìîæíî ïðî÷èòàòü â
êíèãå «Ðàññêàçû î ìàêñèìóìàõ è ìèíèìóìàõ» (Áèáëèîòå÷êà
«Êâàíò», âûï.56).

Âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ìîæåò áðîñèòü
òåíü íà äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è: â îáåèõ ñêðûòî èñòèííîå
èçÿùåñòâî.

À âîò åùå îäèí øåäåâð Øàðûãèíà. Ïðàâäà, Èãîðþ Ôåäî-
ðîâè÷ó îí ïðèíàäëåæèò ëèøü îò÷àñòè, ñàìà çàäà÷à äîâîëüíî
ñòàðàÿ. Íî – âñå ïî ïîðÿäêó.

Çàäà÷à 5 (îáîáùåííàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå). Íà îêðóæíîñ-
òè äàíà õîðäà ÀÂ, íà íåé – òî÷êè Ì è N, ïðè÷åì AM = BN.
×åðåç òî÷êè Ì è N ïðîâåäåíû õîðäû PQ è RS ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðÿìûå QS è RP ïåðåñåêàþò ÀÂ â òî÷êàõ K è L.
Äîêàæèòå, ÷òî ÀK = BL.

Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è äîâîëüíî çàïóòàííàÿ.
Äåëî â òîì, ÷òî åé ïðåäøåñòâîâàëà íå îáîáùåííàÿ, à

êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î
áàáî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ Ì = N, ò.å. âñå òî æå ñàìîå, íî
èçíà÷àëüíî áåðåòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà Ì – ñåðåäèíà õîðäû
ÀÂ, ÷åðåç íåå ïðîâîäÿòñÿ äâå ïðîèçâîëüíûå õîðäû PQ è RS
è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÀK = BL, ãäå K è L – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé ÀÂ ñ ïðÿìûìè QS è RP ñîîòâåòñòâåííî. Êëàññè÷åñ-
êàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå áûëà î÷åíü èçâåñòíà è ïîïóëÿðíà.
Ïîÿâèëàñü îíà äîâîëüíî äàâíî – â 1815 ãîäó â àíãëèéñêîì
æóðíàëå «Gentleman’s Dairy» (òîãäà íå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
æåíùèíû ìîãóò çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé, ïîýòîìó ìàòåìà-
òè÷åñêèå çàäà÷è ïóáëèêîâàëèñü â ìóæñêèõ æóðíàëàõ). Íà
ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëåäóþùèõ ëåò «áàáî÷êà» äîñòàâëÿëà
èñòèííîå óäîâîëüñòâèå êàæäîìó, êîìó äîâîäèëîñü ñ íåé
ïîçíàêîìèòüñÿ. È, ÷òî èíòåðåñíî, áûëè ïîñòîÿííûå ïóáëè-
êàöèè, ïîñâÿùåííûå ýòîé çàäà÷å, ÷èñëî ýòèõ ïóáëèêàöèé
ïåðåâàëèëî çà íåñêîëüêî ñîòåí. Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè-
÷åñòâî ðàçíûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è – íàïðèìåð, â èçâåñòíîé
êíèæêå Ä.Î.Øêëÿðñêîãî, Í.Í.×åíöîâà è È.Ì.ßãëîìà «Ãåî-
ìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà è çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì»,
â êíèãå Â.Â.Ïðàñîëîâà «Çàäà÷è ïî ïëàíèìåòðèè» è, åñòå-
ñòâåííî, â çàäà÷íèêàõ Øàðûãèíà.

À êàê æå ðîäèëàñü îáîáùåííàÿ òåîðåìà î áàáî÷êå? Áóäó÷è
óáåæäåí, ÷òî êðàñèâàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà äîëæíà èìåòü
÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, Èãîðü Ôåäîðîâè÷
ïðèäóìàë òàêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ (êëàññè÷åñêîé) òåîðåìû
î áàáî÷êå. À ïîòîì ïðîñòî çàìåòèë, ÷òî íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ
â äîêàçàòåëüñòâå, åñëè «ðàçäâîèòü» òî÷êó Ì íà ïàðó ñèììåò-
ðè÷íûõ òî÷åê Ì è N. Òàê, ñïóñòÿ áîëåå ÷åì ïîëòîðà
ñòîëåòèÿ, ðîäèëîñü åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òåîðåìû î áàáî÷-
êå. Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò ñîâåðøåííî îñîáîå ïîëîæåíèå
ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðåìû è çàäà÷è
âñåãäà ñâåæè è íèêîãäà íå óñòàðåâàþò!

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå òî ñàìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå,
åäèíîå äëÿ êëàññè÷åñêîé è äëÿ îáîáùåííîé «áàáî÷åê».

Ñäåëàåì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà ê õîðäå ÀÂ. Îêðóæíîñòü ïðè ýòîì ïåðåéäåò â ñåáÿ,
òî÷êè N, Q, R – â òî÷êè Ì, Q¢ , R¢  ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå Q K¢  è R M¢  ïåðåñåêàþòñÿ íà îêðóæ-
íîñòè, èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñèììåòðèÿ ïåðåâåëà
òî÷êó L â òî÷êó K, ÷òî è òðåáîâàëîñü. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì
÷åðåç V âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîé îêðóæíîñòè ñ
îêðóæíîñòüþ ÐÌK. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè PMKV è
PQQ V¢  – âïèñàííûå, òî 180 180QPV MKL– = ∞ - – = ∞ -

QQ V∞ - – ¢ , ñëåäîâàòåëüíî, MKL QQ V– = – ¢ . Ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî ïðÿìûå QQ¢  è ÌK ïàðàëëåëüíû, îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî òî÷êè V, K, Q¢  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Èòàê, ïðÿìàÿ
Q K¢  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó V. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðÿìàÿ R M¢  ïðîõîäèò ÷åðåç V. Òàêèì îáðàçîì, Q K¢  è
R M¢  ïåðåñåêàþòñÿ íà èñõîäíîé îêðóæíîñòè, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Øàðûãèíà ïðåäëàãàëàñü íà îäíîé èç
Âñåñîþçíûõ îëèìïèàä ïî ìàòåìàòèêå.

Çàäà÷à 6. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû ñôåðà è äâå òî÷êè À è Â
òàêèå, ÷òî ïðÿìàÿ ÀÂ íå ïåðåñåêàåò ñôåðó. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå òåòðàýäðû ABMN, äëÿ êîòîðûõ äàí-
íàÿ ñôåðà ÿâëÿåòñÿ âïèñàííîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà óãëîâ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà AMBN (ò.å. ñóììà
óãëîâ AMB, MBN, BNA è NAM) íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷åê Ì è N.

Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåò ñîáîé ïðèìåð «àí-
òèêèëëåðà». Îíà î÷åíü òðóäíî ñ÷èòàåòñÿ, à ãåîìåòðè÷åñêè
ðåøàåòñÿ íàãëÿäíî è åñòåñòâåííî, ôàêòè÷åñêè – â îäèí ïðèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q, S, Ð è R òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé
ñôåðû ñ ãðàíÿìè AMÂ, ANÂ, BMN è AMN ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó BQ = BS, êàê ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Â òî òî÷åê
êàñàíèÿ ïðÿìûõ BQ è BS ñî ñôåðîé, è, àíàëîãè÷íî, AQ = AS,
òî òðåóãîëüíèêè AQB è AQS ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì. Äàëåå
îñòàåòñÿ ëèøü àêêóðàòíûé ïîäñ÷åò óãëîâ. Âî-ïåðâûõ,

ABQ ABS– = –  è BAQ BAS– = – . Òàê æå äîêàçûâàåì, ÷òî
MBP MBQ– = –  è NBP NBS– = – . Ñëîæèâ äâà ïîñëåä-

íèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

ABM ABN MBN– + – - – = 2ABQ ABS ABQ– + – = – .

Àíàëîãè÷íî,

2BAM BAN MAN BAQ– + – - – = – .

Òàêèì îáðàçîì,

ABM BAM ABN BAN MBN MAN– + – + – + – - – - – =

2 2ABQ BAQ= – + – .

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ðàâíà
180 AMB∞ - –  ñóììà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàâíà
180 ANB∞ - – , à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 360 2 AQB∞ - – . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóììà AMB MBN BNA NAM– + – + – + –  ðàâíà
2 AQB– , à çíà÷èò, íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê Ì è N.

Çàäà÷à ýòà áûëà ïðåäëîæåíà íà îëèìïèàäå ïîñëåäíèì
íîìåðîì, ò.å. êàê ñëîæíàÿ çàäà÷à. Îíà è â ñàìîì äåëå
ñëîæíàÿ, åñëè íå çíàòü ðåøåíèÿ çàðàíåå. À âåäü â åå ðåøåíèè
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ è
òåîðåìà î ðàâåíñòâå êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé
òî÷êè ê ñôåðå!

Òåïåðü ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî çàäà÷ Øàðûãèíà áåç
ðàçáîðà èõ ðåøåíèé.

Çàäà÷à 7 (çàäà÷à Ëåáåãà äëÿ òðåóãîëüíèêà). Íàéäèòå
ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, êîòîðûì
ìîæíî ïîêðûòü ëþáîé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, íå ïðå-
âîñõîäÿùèìè åäèíèöû.

Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå çàíèìàòåëüíà.
Àâòîð åå – âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Àíðè Ëåîí

Ëåáåã. Ñâîþ ïåðâóþ ðàáîòó îí íàïèñàë â 1899 ãîäó, à óæå ê
1902 ãîäó ñòàë êëàññèêîì ìàòåìàòèêè. Ëåáåã âíåñ íåîöåíè-
ìûé âêëàä íå òîëüêî â êëþ÷åâûå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòèêè
XX âåêà, íî è â èñòîðèþ ðîññèéñêîé ìàòåìàòèêè. Òàê
ñëîæèëîñü, ÷òî Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà íà÷àëà
ðàçâèâàòüñÿ â îñíîâíîì âäîõíîâëåííàÿ èäåÿìè Ëåáåãà, à
çàòåì ðàçðîñëàñü â êðóïíåéøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó íå
òîëüêî â Ðîññèè, íî è â ìèðå. Â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå
çàäà÷è Ëåáåãà òðåáîâàëîñü íàéòè ôèãóðó ìèíèìàëüíîé ïëî-
ùàäè, ïîêðûâàþùåé ëþáóþ ôèãóðó äèàìåòðà 1.

È.Ô.Øàðûãèí ïåðåíîñèò ýòó çàäà÷ó íà òðåóãîëüíèê è
íàõîäèò ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå2 . Ìû íå áóäåì

2 Îíî îïóáëèêîâàíî â êíèãå: È.Ô.Øàðûãèí. Ãåîìåòðèÿ 9–11. –

Ì.: Äðîôà, 1996 (çàäà÷à ¹677).
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ïðèâîäèòü ýòî ðåøåíèå, ñîîáùèì ëèøü îòâåò, êîòîðûé, íà
íàø âçãëÿä, ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûé. Îïòèìàëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî ÀÂ = 1, 60A– = ∞ , à
âûñîòà, îïóøåííàÿ íà ñòîðîíó ÀÂ, ðàâíà cos10∞ . ×òî çäåñü
íåîáû÷íîãî, ñïðîñèòå âû? Äåëî â òîì, ÷òî ìû íèêîãäà íå
âñòðå÷àëè íè îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (à ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñïåöèàëüíîñòü àâòîðîâ ýòîé ñòàòüè – òåîðèÿ ýêñòðåìóìà), ó
êîòîðîé â îòâåòå ôèãóðèðîâàë áû óãîë 10°. Áûâàþò «òàáëè÷-
íûå» óãëû (120°, 90°, 60° è ò.ä.), íà õóäîé êîíåö 72°, 36°...
Íî ÷òîáû óãîë â 10° âîçíèê â ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîé çàäà÷å
íà ìèíèìóì – ýòî óäèâèòåëüíî!

Èãîðþ Ôåäîðîâè÷ó âåçëî íà ïîäîáíûå âåùè – ëèáî
íåîáû÷íûå, íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è, ëèáî ñîâåðøåííî óäèâè-
òåëüíûå îòâåòû â åñòåñòâåííûõ, êàçàëîñü áû, çàäà÷àõ. Ïðè-
âåäåì çäåñü åùå îäèí ïîäîáíûé ïðèìåð.

Êàæäûé èç âàñ íà óðîêàõ ãåîìåòðèè èìåë äåëî ñ ðàçâåðò-
êàìè ìíîãîãðàííèêîâ. Ðàçâåðòêà, íàðÿäó ñ ñå÷åíèåì, ïîìî-
ãàåò ñâåñòè ñòåðåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ê îäíîé èëè íåñêîëü-
êèì ïëàíèìåòðè÷åñêèì. À çàäàâàëè ëè âû ñåáå âîïðîñ:
ïî÷åìó ðàçâåðòêà âîîáùå ñóùåñòâóåò? Âñåãäà ëè ìíîãîãðàí-
íèê ìîæíî ðàçâåðíóòü íà ïëîñêîñòü? Âäðóã êàêèå-òî ãðàíè
íà ðàçâåðòêå ïåðåñåêóòñÿ? Òîãäà ôèãóðó, ïîëó÷àþùóþñÿ â
ðàçâåðòêå, íåëüçÿ áóäåò âûðåçàòü èç îäíîãî ïëîñêîãî ëèñòà
áóìàãè. Ñóùåñòâîâàíèå ïîäîáíûõ àíîìàëüíûõ ðàçâåðòîê
äîëãîå âðåìÿ áûëî ïðîáëåìîé, çàíèìàâøåé óìû ãåîìåòðîâ.
Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ìíîãîãðàííèêîâ, ÷üè
ðàçâåðòêè íåëüçÿ óëîæèòü íà ïëîñêîñòü áåç ñàìîïåðåñå÷å-
íèé. Ïðèìåðû áûëè, êîíå÷íî æå, ñëîæíûå. Íî â 1997 ãîäó
ìîñêîâñêèé ìàòåìàòèê Àëåêñåé Òàðàñîâ (â òî âðåìÿ îí áûë
ñòóäåíòîì ìåõìàòà ÌÃÓ) ïðèäóìàë ñîâåðøåííî ýëåìåíòàð-
íûé ïðèìåð: îí îáíàðóæèë, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðàâèëüíûå
òðåóãîëüíûå óñå÷åííûå ïèðàìèäû, ðàçâåðòêè êîòîðûõ èìå-
þò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Óçíàâ î ïðèìåðå Òàðàñîâà, Èãîðü
Ôåäîðîâè÷ òóò æå ôîðìóëèðóåò åãî â âèäå çàäà÷è è âêëþ÷àåò
â âàðèàíò III Ñîðîñîâñêîé îëèìïèàäû.

Âñå-òàêè, óäèâèòåëüíàÿ âåùü – ãåîìåòðèÿ! Â êàêîé åùå
íàóêå íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ (à ïðèìåð Òàðàñîâà íåñîìíåííî
ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì) ìîãóò áûòü íà ñëåäóþùèé äåíü ïðèíåñå-
íû â êëàññ äëÿ ðàçáîðà ñî øêîëüíèêàìè èëè ïðåäëîæåíû â
êà÷åñòâå çàäà÷è íà îëèìïèàäå?

Âîò ýòà çàäà÷à.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü ABCD – ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìè-

äà ñ îñíîâàíèåì ABC è ïëîñêèìè óãëàìè ïðè âåðøèíå D,
ðàâíûìè α . Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ ABC, ïåðåñåêàåò AD,
BD è CD â òî÷êàõ 1 1 1, ,A B C  ñîîòâåòñòâåííî. Ïîâåðõíîñòü
ìíîãîãðàííèêà 1 1 1ABCA BC  ðàçðåçàíà ïî ïÿòè ðåáðàì: 1 1A B ,

1 1BC , 1CC , CA è ÀÂ. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ïîëó÷èâøàÿñÿ
ðàçâåðòêà áóäåò îáÿçàòåëüíî íàêðûâàòü ñàìà ñåáÿ?

Èíòåðåñíî, ÷òî çàäà÷ó ýòó Èãîðü Ôåäîðîâè÷ ïîñòàâèë ïîä
íîìåðîì 2 (èç ïÿòè, ïðåäëàãàâøèõñÿ â ïåðâûé äåíü îëèìïè-
àäû), ò.å. êàê ëåãêóþ! Íî, ãëàâíûì îáðàçîì, èíòåðåñåí è
íåîáû÷åí îòâåò. Îí òàêîé: ïðè 100α ≥ ∞ . Êîãäà ïåðâûé àâòîð
ýòîé ñòàòüè ïðîâîäèë ðàçáîð çàäà÷ ïîñëå îëèìïèàäû, ñðàçó
íåñêîëüêî ÷åëîâåê â çàëå âîñêëèêíóëè: «À ðàçâå ìîæåò áûòü
â ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å òàêîé îòâåò? Ñòî ãðàäóñîâ – ýòî âåäü
îòíîñèòñÿ ñêîðåå ê ôèçèêå!» (èìåëàñü â âèäó, âèäèìî,
òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ âîäû â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ). È âåäü
îíè ïðàâû. Êàæäûé, êòî ñåðüåçíî çàíèìàëñÿ ãåîìåòðèåé,
çíàåò, ÷òî â íîðìàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å òàêîãî îòâåòà
áûòü íå ìîæåò! È òåì íå ìåíåå...

Åùå îäíà çàäà÷à.
Çàäà÷à 9. Îáÿçàòåëüíî ëè ðàâíîáåäðåííûì ÿâëÿåòñÿ

òðåóãîëüíèê, åñëè òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ
åãî áèññåêòðèñ – ðàâíîáåäðåííûé?

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (ñì. çàäà÷ó ¹500 â óïîìÿíóòîé ðàíåå
êíèãå) íå ñòîëü ïðîñòîå, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé

âçãëÿä. Ýòî îäèí èç íåìíîãèõ ñëó÷àåâ, êîãäà È.Ô.Øàðûãèí
íå íàøåë ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèáåã ê âû÷èñ-
ëåíèÿì. Ñêîðåå âñåãî, ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çäåñü
íå ñóùåñòâóåò, ÷òî ÿñíî óæå èç îòâåòà. À îòâåò âåñüìà
íåîæèäàííûé: òðåóãîëüíèê íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîáåäðåí-
íûé, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç åãî óãëîâ ëåæèò

â èíòåðâàëå 
17 5 1

arccos ; arccos
4 4

Ê ˆ- Ê ˆ
-Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯

, ò.å. ïðèìåðíî îò

102° äî 104°. Åñëè æå òðåóãîëüíèê íå èìååò òóïûõ óãëîâ èëè
èìååò, íî òóïîé óãîë íå ëåæèò â ýòîì óçêîì èíòåðâàëå, òî
òðåóãîëüíèê îáÿçàòåëüíî ðàâíîáåäðåííûé.

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñëåäóþùåé çàäà÷è Øàðûãèíà íà-
ïîìíèì, ÷òî òàêîå ïðÿìàÿ Ñèìñîíà. Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê
ABC è òî÷êà Ì â ïëîñêîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Òðè ïðîåê-
öèè òî÷êè Ì íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà Ì ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè Ì îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 10 (ïðÿìàÿ Ñèìñîíà n-óãîëüíèêà). Äàí ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, è ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà Ì ýòîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà Ì ïðîåöèðóåòñÿ íà
ïðÿìûå Ñèìñîíà ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ABC, ABD, ACD, DCD. Òîãäà 4 ïîëó÷èâøèåñÿ
ïðîåêöèè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè
Ì îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD).

Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ Ñèìñîíà
ï-óãîëüíèêà:

Ïóñòü äàí ï-óãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, è ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà Ì ýòîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà Ì ïðîåöèðóåòñÿ
íà ïðÿìûå Ñèìñîíà ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî âñåõ ï
(ï – 1)-óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ äàííîãî ï-óãîëü-
íèêà. Òîãäà ï ïîëó÷èâøèõñÿ ïðîåêöèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
(ïðÿìîé Ñèìñîíà òî÷êè Ì îòíîñèòåëüíî ï-óãîëúíèêà).

Ýòî – çàäà÷à ¹613 èç óïîìÿíóòîé êíèãè.
Â çàêëþ÷åíèå – åùå äâå çàäà÷è.
Çàäà÷à 11 (çàäà÷à ¹676). Â äàííîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåëè

ìåäèàíó ê íàèáîëüøåé ñòîðîíå, â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ
äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ïðîäåëàëè òî æå ñàìîå, ïîëó÷èëè 4
òðåóãîëüíèêà è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷àþùè-
åñÿ òàêèì îáðàçîì òðåóãîëüíèêè ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷-
íîå ÷èñëî êëàññîâ ïîäîáíûõ ìåæäó ñîáîé òðåóãîëüíèêîâ.

Çàäà÷à 12. Âîêðóã îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 îïèñàí ìíîãî-
óãîëüíèê ïëîùàäè 1S . Òî÷êè êàñàíèÿ åãî ñòîðîí ñ îêðóæíî-
ñòüþ ñîåäèíèëè, ïîëó÷èâ ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 2S . Êàêî-
âî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 1 2S S+ ?

Îòâåò â çàäà÷å: 6. Äîñòèãàåòñÿ íà êâàäðàòå è òîëüêî íà íåì.
Íè àâòîðñêîãî, íè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
ìû, óâû, íå çíàåì. Ñàìà çàäà÷à áûëà ñîîáùåíà Èãîðåì
Ôåäîðîâè÷åì â ÷àñòíîé áåñåäå ñ ïåðâûì àâòîðîì ýòîé ñòàòüè,
áûëî ýòî îêîëî 20 ëåò íàçàä. Øàðûãèí áûë íåìíîãî ðàçî÷à-
ðîâàí «íåèíòåðåñíûì» îòâåòîì ê çàäà÷å. Ãîâîðèë, ÷òî âî
âðåìÿ ðàñ÷åòîâ âîçëàãàë íàäåæäû íà îäèí ïÿòèóãîëüíèê, â
êîòîðîì ÷èñëî 6 ïî÷òè äîñòèãàëîñü, îäíàêî ïîòîì âûÿñíè-
ëîñü, ÷òî îí âñå ðàâíî õóæå êâàäðàòà. Íàñêîëüêî íàì
èçâåñòíî, ðåçóëüòàòà ýòîãî îí íå ïóáëèêîâàë, âîçìîæíî, èç-
çà ãðîìîçäêîñòè ðåøåíèÿ èëè ïîòîìó, ÷òî, êàê âñåãäà,
íàäåÿëñÿ íàéòè êðàñèâîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ìîæåò áûòü, ýòî óäàñòñÿ âàì, äîðîãîé ÷èòàòåëü? Òîãäà
ïðèñûëàéòå ñâîè ðåøåíèÿ íàì – àâòîðàì ñòàòüè – íà àäðåñ
ðåäàêöèè æóðíàëà «Êâàíò». Æäåì âàøèõ ðåøåíèé è õîòèì
âàñ ïðèçâàòü, êàê âñåãäà ïðèçûâàë Èãîðü Ôåäîðîâè÷ ñâîèõ
÷èòàòåëåé è ñëóøàòåëåé: «Çàíèìàéòåñü ãåîìåòðèåé! Ïîëüçà
ãåîìåòðèè íå â äîñòèæåíèè ðåçóëüòàòà, à â ñàìèõ çàíÿòèÿõ!
Ïîòîìó ÷òî ãåîìåòðèÿ – ýòî âèòàìèí äëÿ ìîçãà!»
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Â
ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÁÓÄÓÒ ÐÀÑÑÌÎÒÐÅÍÛ ÇÀÄÀ×È, Â ÊÎÒÎ-

ðûõ æèäêîñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ ñðåäîé, ãäå
íàõîäÿòñÿ òâåðäûå òåëà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà, êàê æèäêèé
ýëåìåíò, ó÷àñòâóåò â äâèæåíèè, ïîäîáíî òâåðäîìó òåëó.
Íàèáîëåå ñëîæíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå çàäà÷è, â
êîòîðûõ æèäêîñòü äâèæåòñÿ âìåñòå ñ íàõîäÿùèìñÿ â íåé
òâåðäûì òåëîì (íàïðèìåð, ðàçîáðàííàÿ íèæå çàäà÷à 6).

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ âîäîé îïóñòèëè

êóñîê ëüäà, â êîòîðûé âìîðîæåí îñêîëîê ñòåêëà. Ïðè
ýòîì óðîâåíü âîäû â ñîñóäå ïîäíÿëñÿ íà h = 11 ìì, à ëåä
îñòàëñÿ íà ïëàâó, öåëèêîì ïîãðóçèâøèñü â âîäó. Íà ñêîëü-
êî îïóñòèòñÿ óðîâåíü âîäû â ñîñóäå ïîñëå òîãî, êàê âåñü

ëåä ðàñòàåò? Ïëîòíîñòü âîäû 
"

 
31 ã “ìρ = , ïëîòíîñòü

ëüäà ë

30,9 ã “ìρ = , ñòåêëà “2

32,0 ã “ìρ = .
Îáîçíà÷èì ïåðâîíà÷àëüíûé îáúåì ëüäà ÷åðåç ëV , à îáúåì

ñòåêëà – ÷åðåç “2V . Êîãäà êóñîê ëüäà ïîëíîñòüþ ïîãðóçèëñÿ
â âîäó, îí âûòåñíèë îáúåì âîäû, ðàâíûé

"/2 ë “2V V V= + .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò æå îáúåì ðàâåí

"/2V hS= ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà.
Òåïåðü çàïèøåì óñëîâèå ïëàâàíèÿ êóñêà ëüäà ñ âìîðîæåí-

íûì îñêîëêîì ñòåêëà – ñóììàðíàÿ ñèëà òÿæåñòè ëüäà è
ñòåêëà ðàâíà âûòàëêèâàþùåé ñèëå:

( )ë ë “2 “2 " ë “2
gV gV g V Vρ ρ ρ+ = + .

Èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íàéäåì
îáúåìû ëüäà è ñòåêëà:

( )“2 "

ë

“2 ë

hS
V

ρ ρ
ρ ρ

-
=

-
, 

( )" ë

“2

“2 ë

hS
V

ρ ρ
ρ ρ

-
=

-
.

Èç ðàñòàÿâøåãî ëüäà îáðàçîâàëàñü âîäà îáúåìîì

( )

( )
ë “2 "ë ë

"

" " “2 ë

hSV
V

ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ ρ

-
= =

-
.

Ïîñêîëüêó êóñîê ñòåêëà îñòàåòñÿ â âîäå, ïîíèæåíèå óðîâíÿ
âîäû â ñîñóäå çà âðåìÿ òàÿíèÿ ëüäà áóäåò ðàâíî

( ) ( )

( )
" ë “2 "ë "

" “2 ë

1 ìì
V V

h h
S

ρ ρ ρ ρ
Δ

ρ ρ ρ
- --

= = =
-

.

Çàäà÷à 2. Â âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîé òðóáêå – ñ
îòêðûòûì âåðõíèì êîíöîì, ñ ïîñòîÿííûì âíóòðåííèì
ñå÷åíèåì è äëèíîé 3L = 1080 ìì – ñòîëáèêîì ðòóòè äëèíîé
L çàïåðò ñëîé âîçäóõà òàêîé æå äëèíû. Êàêîé äëèíû ñòîëá
ðòóòè îñòàíåòñÿ â òðóáêå, åñëè åå ïåðåâåðíóòü îòêðû-
òûì êîíöîì âíèç? Âíåøíåå äàâëåíèå 0 . .p 774 ìì !2 “2=

Îáîçíà÷èì äàâëåíèå âîçäóõà ïîä ðòóòíûì ñòîëáèêîì â
èñõîäíîì ïîëîæåíèè òðóáêè ÷åðåç 1p . Òîãäà óñëîâèå ðàâíî-

âåñèÿ ñòîëáèêà ðòóòè äëèíîé L çàïèøåòñÿ â âèäå

1 0p p gLρ= + ,

ãäå ρ  – ïëîòíîñòü ðòóòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ïåðåâî-
ðîòà òðóáêè è óñòàíîâëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû
÷àñòü ðòóòè âûëüåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h äëèíó ñòîëáèêà
îñòàâøåéñÿ â òðóáêå ðòóòè. Íîâîå óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò
èìåòü âèä

2 0p gh pρ+ = ,

ãäå 2p  – íîâîå äàâëåíèå âîçäóõà íàä ðòóòíûì ñòîëáèêîì.
Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà èçîëèðîâàííîãî âîçäóõà

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

( )1 2
3p L p L h= - .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà 1p  èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà, à 2p – èç âòîðîãî,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî h:

( ) ( ) ( )0 0
3p gL L p gh L hρ ρ+ = - - ,

èëè, åñëè çàïèñàòü àòìîñôåðíîå äàâëåíèå â âèäå 0 0p gHρ= ,
ãäå 0 774 ììH = :

( ) ( )2

0 0
3 2 0h L H h L H L- + + - = .

Äëÿ äàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé L è 0H  (â ìì) ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî

h = 270 ìì.

Çàäà÷à 3. U-îáðàçíàÿ òðóáêà ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî
è çàïîëíåíà æèäêîñòüþ. Îäèí êîíåö òðóáêè îòêðûò â
àòìîñôåðó, à äðóãîé êîíåö ñîåäèíåí ñ ñîñóäîì îáúåìîì
V

0
= 0,1 ë , çàïîëíåííûì ãåëèåì

(ðèñ.1). Îáúåì âñåé òðóáêè ðàâåí
îáúåìó ýòîãî ñîñóäà. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò ãåëèé íà÷èíàþò ìåäëåííî
íàãðåâàòü. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû íåîáõîäèìî ïîäâåñ-
òè ê ãåëèþ, ÷òîáû âñÿ æèäêîñòü
âûëèëàñü èç òðóáêè? Àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå 0p 5= 10 o= ; äëèíû òðåõ
êîëåí òðóáêè îäèíàêîâû; äàâëåíèå,
ñîçäàâàåìîå ñòîëáîì æèäêîñòè â âåð-
òèêàëüíîì êîëåíå, ðàâíî 0p /8.

Îáîçíà÷èì ïîëíóþ äëèíó òðóáêè ÷åðåç 3L, à ïëîùàäü
âíóòðåííåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè – ÷åðåç S. Ïîñêîëü-
êó îáúåì òðóáêè 

0V , òî äëèíà êàæäîãî êîëåíà

0

3

V
L

S
= .

Âåñü ïðîöåññ íàãðåâà ãåëèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ó÷àñòêà.
Ïåðâûé ó÷àñòîê – ýòî êîãäà æèäêîñòü åùå íàõîäèòñÿ â ëåâîì
âåðòèêàëüíîì êîëåíå. Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà
óðîâåíü æèäêîñòè â ëåâîì êîëåíå ïåðåìåñòèëñÿ íà âåëè÷èíó
z, 0 z L£ £ . Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè â òðóáêå
íàéäåì äàâëåíèå ãåëèÿ:

0 ›p p gzρ= + ,

ãäå ›
ρ  – ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Íà âòîðîì ó÷àñòêå, äëÿ

êîòîðîãî 2L z L£ £ , äàâëåíèå ãåëèÿ

0 › constp p gLρ= + = ,

à íà òðåòüåì ó÷àñòêå, äëÿ 2 3L z L£ £ , –

( )0 ›
3p p g L zρ= + - .

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ

Çàäà÷è
ñ  æèäêîñòÿìè

Â.ÌÎÆÀÅÂ
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ãåëèÿ îò åãî îáúåìà V,
êîòîðûé ñâÿçàí ñî ñìå-
ùåíèåì z ïðîñòûì ñîîò-
íîøåíèåì:

0V V Sz= + .

Íà ïåðâûõ äâóõ ó÷àñò-
êàõ òåïëî íåîáõîäèìî
ïîäâîäèòü ê ãåëèþ – ýòî
îäíîçíà÷íî: çäåñü ãàç,
ðàñøèðÿÿñü, ñîâåðøàåò
ðàáîòó è îäíîâðåìåííî

íàãðåâàåòñÿ. À âîò òðåòèé ó÷àñòîê íåîäíîçíà÷åí: çäåñü ãàç
òàêæå ñîâåðøàåò ðàáîòó, íî ïðè ýòîì îí ìîæåò è îõëàæäàòü-
ñÿ. Óáåäèìñÿ, ÷òî è íà ýòîì ó÷àñòêå òåïëî òîæå ïîäâîäèòñÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî › 0 8gL pρ = , çàïèøåì óðàâíåíèå ïðîöåññà
äëÿ òðåòüåãî ó÷àñòêà â âèäå

0

0

14 3
8

p V
p

V

Ê ˆ
= -

Á ˜
Ë ¯

.

Ðàññìîòðèì ìàëîå èçìåíåíèå îáúåìà VΔ . Òîãäà ðàáîòà,
ñîâåðøåííàÿ ãåëèåì, ðàâíà

0

0

14 3
8

p V
A p V V

V
Δ Δ Δ

Ê ˆ
= = -

Á ˜
Ë ¯

.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãåëèÿ êàê èäåàëüíîãî ãàçà:

pV RTν= ,

ãäå ν  – êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, Ò – òåìïåðàòóðà ãàçà. Ïîäñòà-
âèì â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ íà òðåòüåì
ó÷àñòêå ïðîöåññà è ïîëó÷èì

2

0

0

14 3
8

p V
V RT

V
ν

Ê ˆ
- =

Á ˜
Ë ¯

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ:

0

0

14 6
8

p V
V R T

V
Δ ν Δ

Ê ˆ
- =

Á ˜
Ë ¯

.

Òåïåðü íàéäåì èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãåëèÿ ïðè
èçìåíåíèè îáúåìà íà VΔ :

3

2
V

U C T R TΔ νΔ ν Δ= = =
0

0

3
14 6

16

p V
V

V
Δ

Ê ˆ
-

Á ˜
Ë ¯

.

Ñîãëàñíî ïåðâîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè, ïîäâåäåííîå êî-
ëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâíî ñóììå èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ãàçà è ñîâåðøåííîé èì ðàáîòû:

0

0

35 12
8

p V
Q U A V

V
Δ Δ Δ Δ

Ê ˆ
= + = -

Á ˜
Ë ¯

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 
0

5
2

3

V

V
£ £  è 0VΔ >

0QΔ > .

Èòàê, íà âñåõ ó÷àñòêàõ òåïëî ïîäâîäèòñÿ, ïîýòîìó ïîëíîå
ïîäâåäåííîå ê ãåëèþ êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q íàéäåì êàê
ñóììó ïîëíîãî èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè è ïîëíîé
ðàáîòû, êîòîðóþ ñîâåðøèë ãåëèé:

( )* …
Q U U A= - + .

Ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðû ðàâíû, ñîîò-
âåòñòâåííî,

0 0

…

p V
T

Rν
=  è 0 0

*

2p V
T

Rν
= ,

òî èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ðàâíî

( )* … * … 0 0

3 3

2 2
U U R T T p Vν- = - = .

Ïîëíóþ ðàáîòó íàéäåì êàê ïëîùàäü ïîä êðèâîé íà ðèñóí-
êå 2:

0 0

0 0 0

1 9 9

2 8 3 8 3

V V
A p p p

Ê ˆ
= + + +Á ˜

Ë ¯

0

0 0 0 0

1 9 13

2 8 3 12

V
p p p V

Ê ˆ
+ =Á ˜

Ë ¯
.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî

0 0 0 0

3 13 31
26 d›

2 12 12
Q p V p V

Ê ˆ
= + = ªÁ ˜

Ë ¯
.

Çàäà÷à 4. «Òðîéíèê» ñ äâóìÿ îòêðûòûìè â àòìîñôåðó
âåðòèêàëüíûìè òðóáêàìè è îäíîé çàêðûòîé (ãîðèçîíòàëü-
íàÿ òðóáêà) ïîëíîñòüþ çàïîëíåí âîäîé (ðèñ.3). Ïîñëå

òîãî, êàê òðîéíèê íà÷àëè äâèãàòü ïî ãîðèçîíòàëè â ïëîñ-
êîñòè ðèñóíêà âëåâî ñ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì,
èç íåãî âûëèëàñü 1/16 ìàññû âñåé âîäû. ×åìó ïðè ýòîì
ñòàëî ðàâíî äàâëåíèå â æèäêîñòè ó çàêðûòîãî êîíöà – â
òî÷êå À? Òðóáêè èìåþò îäèíàêîâûå âíóòðåííèå ñå÷åíèÿ.
Äëèíó L ñ÷èòàòü çàäàííîé. Äèàìåòð òðóáîê ìàë ïî
ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé L.

Ïðè äâèæåíèè òðîéíèêà âëåâî ñ óñêîðåíèåì à ãèäðîñòàòè-
÷åñêèå äàâëåíèÿ â òî÷êàõ À, Â è Ñ (ñì. ðèñ.3) ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ âîäû â ãîðèçîíòàëüíîé òðóáêå:

B ALa p pρ = - , 2 C ALa p pρ = - ,

ãäå ρ  – ïëîòíîñòü âîäû. Äàâëåíèå â òî÷êå Ñ áîëüøå
äàâëåíèÿ â òî÷êå Â, ïîýòîìó âîäà áóäåò âûëèâàòüñÿ èç
ïðàâîé âåðòèêàëüíîé òðóáêè. Èç óñëîâèÿ íåðàçðûâíîñòè
ñòðóè æèäêîñòü ïðè ýòîì áóäåò îòñàñûâàòüñÿ èç ëåâîé
âåðòèêàëüíîé òðóáêè. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïðàâàÿ
òðóáêà áóäåò ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà âîäîé, à ëåâàÿ – ÷àñòè÷-
íî. Ïîñêîëüêó âûëèëàñü 1/16 ìàññû âñåé âîäû, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàññå âîäû â ÷àñòè òðóáêè äëèíîé L/4, òî â ëåâîé

òðóáêå îñòàíåòñÿ ñòîëáèê âîäû âûñîòîé 
3

4
L . Ïîýòîìó äàâ-

ëåíèÿ â òî÷êàõ Â è Ñ áóäóò ðàâíû

0

3

4
B

p p gLρ= +  è 0qp p gLρ= + ,

ãäå 0p  – àòìîñôåðíîå äàâëåíèå.
Èñêëþ÷àÿ èç âñåõ óðàâíåíèé Bp  è Cp , ïîëó÷èì ñèñòåìó

äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Ap  è à:

0

0

3
,

4

2 .

A

A

p La p gL

p La p gL

ρ ρ

ρ ρ

Ï
+ = +Ô

Ì

Ô + = +Ó

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî Ap , íàéäåì

0

1

2
A

p p gLρ= + .

Çàäà÷à 5. Òîíêàÿ, çàïàÿííàÿ ñ îäíîãî êîíöà è èçîãíóòàÿ
ïîä ïðÿìûì óãëîì òðóáêà çàïîëíåíà ðòóòüþ è çàêðåïëåíà

Ðèñ. 2
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íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ ñ óãëî-
âîé ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè (ðèñ.4). Ïðè
âðàùåíèè ïëàòôîðìû ðòóòü íå âûëèâàåòñÿ è ïîëíîñòüþ
çàïîëíÿåò ãîðèçîíòàëüíîå êîëåíî. Îòêðûòîå êîëåíî òðóáêè
âåðòèêàëüíî. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû óñòàíîâêè óêàçàíû
íà ðèñóíêå; àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p ; ïëîòíîñòü ðòóòè
ρ . Íàéäèòå äàâëåíèå ðòóòè ó çàïàÿííîãî êîíöà òðóáêè.

Âûäåëèì â ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè òðóáêè íåáîëüøîé ýëå-
ìåíò ðòóòè äëèíîé dr, ðàñïîëîæåííûé íà ïðîèçâîëüíîì

ðàññòîÿíèè r îò îñè âðàùåíèÿ
(ðèñ.5). Ýòîò ýëåìåíò âðàùà-
åòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω .
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
âûäåëåííîãî ýëåìåíòà:

2S r dr Sdpρ ω = ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ òðóáêè, dp – ðàçíîñòü
äàâëåíèé ìåæäó ëåâûì êîíöîì
ýëåìåíòà ðòóòè è ïðàâûì. Ïîñ-

ëå ñîêðàùåíèÿ íà S ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ìàëûìè ïðèðàùå-
íèÿìè dp è dr:

2dp r drρω= .

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì
2 2

const
2

r
p

ρω
= + .

Êîíñòàíòó îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè r = 3R (òî÷êà À)
äàâëåíèå ðàâíî 0p gHρ+ :

2 2

0

9
const

2

R
p gH

ρω
ρ+ = + ,

è ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ( )p r :

( )
2 2 2 2

0

9

2 2

R r
p r p gH

ρω ρω
ρ= + - + .

Îòñþäà íàéäåì äàâëåíèå ðòóòè ó çàïàÿííîãî êîíöà òðóáêè
(r = R):

( ) 2 2

0 4p R p gH Rρ ρω= + - .

Çàäà÷à 6. Ñòåêëÿííûé øàð îáúåìîì V è ïëîòíîñòüþ ρ
íàõîäèòñÿ â ñîñóäå ñ âîäîé (ðèñ.6). Óãîë ìåæäó ñòåíêîé

ñîñóäà è ãîðèçîíòàëüíûì
äíîì α , âíóòðåííÿÿ ïî-
âåðõíîñòü ñîñóäà ãëàäêàÿ,
ïëîòíîñòü âîäû 0

ρ . Íàé-
äèòå ñèëó äàâëåíèÿ øàðà
íà äíî ñîñóäà â äâóõ ñëó÷à-
ÿõ: 1) ñîñóä íåïîäâèæåí;
2) ñîñóä äâèæåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííûì ãîðèçîíòàëü-
íûì óñêîðåíèåì à.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
äâèæóùèéñÿ ïî ãîðèçîí-
òàëè ñ ïîñòîÿííûì óñêî-
ðåíèåì à ñîñóä ñ âîäîé.
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
XY, ñâÿçàííóþ ñ ñîñóäîì,
êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 7. Íàøà çàäà÷à –
íàéòè óðàâíåíèå ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè æèäêî-
ñòè ( )y f x=  â ñîñóäå, êî-
òîðûé äâèæåòñÿ ñ ãîðè-
çîíòàëüíûì óñêîðåíèåì à. Äëÿ ýòîãî âûäåëèì ìàëåíüêèé
ýëåìåíò æèäêîñòè íà îñè Õ, äëèíà êîòîðîãî dx, à ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà åäèíèöå. Ñ ëåâîãî òîðöà ýòîãî
ýëåìåíòà äàâëåíèå ðàâíî

( ) =2ì 0
p x p gyρ= + ,

à ñ ïðàâîãî òîðöà îíî ðàâíî

( ) ( )=2ì 0
p x dx p g y dyρ+ = + + ,

ãäå ó – âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â òî÷êå õ, à y + dy –
àíàëîãè÷íàÿ âûñîòà â òî÷êå x + dx. Òàê êàê íàø ýëåìåíò
æèäêîñòè äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì à, åãî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò âèä

( )0 0 0
dx a g y dy gyρ ρ ρ= + - .

Îòñþäà ïîëó÷àåì
dy a

dx g
= ,

èëè â èíòåãðàëüíîì âèäå –

const
a

y x
g

= + .

Ïîñêîëüêó ïðè õ = 0  ó = 0, êîíñòàíòà òîæå ðàâíà íóëþ,
à óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âûãëÿäèò òàê:

a
y x

g
= .

Ëèíèè, ïàðàëëåëüíûå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, âíóòðè æèä-
êîñòè ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, æèäêîñòü, äâèæóùàÿñÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì
à, ýêâèâàëåíòíà íåïîäâèæíîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â
íîâîì ïîëå òÿæåñòè ñ ýôôåêòèâíûì «óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî

ïàäåíèÿ», ðàâíûì 2 2

.
g a g= +  è íàïðàâëåííûì ïîä óãëîì

arctg
a

g
ϕ =  ê âåðòèêàëè (ðèñ.8). Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ ýòîãî ýôôåêòèâíîãî óñêîðåíèÿ ðàâíà îáû÷íîìó óñêîðå-
íèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g, à ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
÷èñëåííî ðàâíà óñêîðåíèþ ñîñóäà è íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ñòîðîíó.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîñóä íåïîäâèæåí (à = 0), ýôôåêòèâ-
íîå óñêîðåíèå ðàâíî g è íàïðàâëåíî ïî âåðòèêàëè. Ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà ñòåêëÿííûé øàð â ýòîì ñëó÷àå, ïîêàçàíû íà
ðèñóíêå 9. Çäåñü P Vgρ=  – âåñ (òî÷íåå – ñèëà òÿæåñòè)

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9



øàðà, 0F Vgρ=  – âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, à 1N  – ñèëà
ðåàêöèè äíà ñîñóäà íà øàð. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ øàðà
íàéäåì, ÷òî

( )1 0N Vgρ ρ= - .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëà äàâëåíèÿ øàðà íà äíî ÷èñëåííî ðàâíà
ñèëå ðåàêöèè äíà è íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Â ñëó÷àå äâèæóùåéñÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì a
æèäêîñòè èëè íåïîäâèæíîé æèäêîñòè, íî íàõîäÿùåéñÿ â

ïîëå ñ íîâûì «óñêîðåíèåì
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ» g

ý
, íà

øàð áóäóò äåéñòâîâàòü ñëåäó-
þùèå ñèëû (ðèñ.10): âåðòè-
êàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íîâîãî
âåñà øàðà 1P Vgρ= , ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîãî
âåñà 2P Vaρ= , âåðòèêàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ âûòàëêèâàþ-
ùåé ñèëû 1 0F Vgρ= , åå ãîðè-
çîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

2 0F Vaρ= , ðåàêöèÿ îïîðû Ò
ñî ñòîðîíû áîêîâîé ñòåíêè è, íàêîíåö, ñèëà 2N  – ñèëà
ðåàêöèè íà øàð ñî ñòîðîíû äíà ñîñóäà. Çàïèøåì óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ øàðà, ò.å. ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà øàð ïî âåðòèêàëè:

1 2 1 cos 0F N P T α+ - - =

è ïî ãîðèçîíòàëè:

2 2sin 0F T Pα+ - = .

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé Ò, íàéäåì èñêîìóþ ñèëó 2N :

( )2 1 1 2 2
ctgN P F P F α= - + - = ( ) ( )0

ctgV g aρ ρ α- + .

Ðàçóìååòñÿ, è â ýòîì ñëó÷àå ñèëà äàâëåíèÿ øàðà íà äíî
ñîñóäà ÷èñëåííî ðàâíà ñèëå ðåàêöèè äíà, íî íàïðàâëåíà â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Óïðàæíåíèÿ

1. Â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ñ âîäîé ïëàâàåò äåðåâÿííàÿ
äîùå÷êà. Åñëè íà íåå ñâåðõó ïîëîæèòü ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíêó,
òî äîùå÷êà ñ ïëàñòèíêîé îñòàíóòñÿ íà ïëàâó, à óðîâåíü âîäû â
ñîñóäå ïîâûñèòñÿ íà 

1hΔ . Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ óðîâåíü âîäû
â ñîñóäå ñ ïëàâàþùåé äîùå÷êîé, åñëè òó æå ñòåêëÿííóþ

Ðèñ. 10

ïëàñòèíêó áðîñèòü íà äíî ñîñóäà? Ïëîòíîñòü ñòåêëà 
“2

ρ ,
ïëîòíîñòü âîäû 

"
ρ .

2. U-îáðàçíàÿ òðóáêà ñîñòîèò èç òðåõ îäèíàêîâûõ êîëåí,
ðàñïîëîæåíà âåðòèêàëüíî è çàïîëíåíà æèäêîñòüþ (ñì. ðèñ.1).
Îäèí êîíåö òðóáêè ñîåäèíåí ñ áàëëîíîì, çàïîëíåííûì âîäîðî-
äîì, äðóãîé êîíåö îòêðûò â àòìîñôåðó. Âîäîðîä â áàëëîíå
ìåäëåííî íàãðåâàþò, è îí ïîñòåïåííî âûòåñíÿåò æèäêîñòü èç
òðóáêè. Ê ìîìåíòó, êîãäà èç òðóáêè âûëèëîñü 2/3 âñåé ìàññû
æèäêîñòè, âîäîðîä ïîëó÷èë êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q = 30 Äæ.
Íàéäèòå îáúåì áàëëîíà. Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì âñåé òðóáêè ðàâåí
îáúåìó áàëëîíà; àòìîñôåðíîå äàâ-
ëåíèå 5

0 10  o=p = ; äàâëåíèå, ñî-
çäàâàåìîå ñòîëáîì æèäêîñòè â âåð-
òèêàëüíîì êîëåíå òðóáêè, ðàâíî

0 9p .
3. «Òðîéíèê» èç òðåõ âåðòèêàëü-

íûõ îòêðûòûõ â àòìîñôåðó òðóáîê
ïîëíîñòüþ çàïîëíåí âîäîé
(ðèñ.11). Ïîñëå òîãî, êàê òðîéíèê
íà÷àëè äâèãàòü â ãîðèçîíòàëüíîì
íàïðàâëåíèè â ïëîñêîñòè ðèñóíêà
ñ íåêîòîðûì óñêîðåíèåì, èç íåãî
âûëèëîñü 9/32 âñåé ìàññû âîäû. ×åìó ðàâíî óñêîðåíèå òðîéíè-
êà? Âíóòðåííèå ñå÷åíèÿ òðóáîê îäèíàêîâû, äëèíà êàæäîé
òðóáêè L.

4. Òîíêàÿ, çàïàÿííàÿ ñ îäíîãî êîíöà è èçîãíóòàÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì òðóáêà çàïîëíåíà æèäêîñòüþ è çàêðåïëåíà íà ãîðèçîí-

òàëüíîé ïëàòôîðìå, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè (ðèñ.12). Îòêðûòîå êîëåíî òðóáêè
âåðòèêàëüíî. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû óñòàíîâêè óêàçàíû íà
ðèñóíêå; àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p ; ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ .
Íàéäèòå äàâëåíèå æèäêîñòè ó çàïàÿííîãî êîíöà òðóáêè.

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Â 2005 ãîäó â èçäàòåëüñòâå «ÊîëîñÑ» âûøëà êíèãà «Ìåõàíè-
êà. Çàäà÷è è ðåøåíèÿ», ïîäãîòîâëåííàÿ êîëëåêòèâîì àâòîðîâ –
ïðåïîäàâàòåëåé êàôåäðû îáùåé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè
Ìîñêîâñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
À.Á.Êàçàíöåâîé, Ì.Ñ.Êàìåíåöêîé, Â.Í.Àëåêñàíäðîâûì,
Å.À.Êîðîòàåâîé, È.À.Âàñèëüåâîé è À.Í.Åëàíòüåâûì.

Ðåøåíèå çàäà÷ – íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ïîëíîöåííîãî èçó÷åíèÿ
ôèçèêè. Ýòî ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî óñâîåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïîíÿ-
òèé è çàêîíîâ. Çàäà÷è ïðèâèâàþò íàâûêè ïîëüçîâàíèÿ ýòèìè
çàêîíàìè, ïîìîãàþò ïîíÿòü ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ðåàëüíîì
ìèðå, ðàçâèâàþò êóëüòóðó ìûøëåíèÿ, ôîðìèðóþò ôèçè÷åñêîå
ìèðîâîççðåíèå è öåëîñòíóþ ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó ìèðà.

 Íîâîå ó÷åáíîå ïîñîáèå «Ìåõàíèêà. Çàäà÷è è ðåøåíèÿ»
ñîäåðæèò îêîëî 700 íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîäîáðàííûõ âîïðî-
ñîâ è çàäà÷, îõâàòûâàþùèõ âñå ðàçäåëû ìåõàíèêè. Óðîâåíü
ñëîæíîñòè âêëþ÷åííûõ â íåãî çàäà÷ ðàçëè÷åí è äàåò âîçìîæ-
íîñòü âûáîðà â çàâèñèìîñòè îò ýòàïà èçó÷åíèÿ òåìû è óðîâíÿ

ïîäãîòîâëåííîñòè ó÷àùèõñÿ. Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ óðîâíÿ
ñëîæíîñòè (Ñ1, Ñ2 è Ñ3) îáëåã÷àþò îðèåíòèðîâêó ÷èòàòåëÿ ïðè
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå.

Êàæäûé ðàçäåë êíèãè ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå, â
êîòîðîì èìåþòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ çàêîíû è
ôîðìóëû, ïîäðîáíûé ìåòîäè÷åñêèé ðàçáîð ðåøåíèé îñíîâíûõ
òèïîâ çàäà÷ (êîëè÷åñòâî ðàçîáðàííûõ çàäà÷ ñîñòàâëÿåò ïðèìåð-
íî ÷åòâåðòóþ ÷àñòü îò èõ îáùåãî ÷èñëà), ê íåêîòîðûì  çàäà÷àì
äàþòñÿ óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ, ê îñòàëüíûì  ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû.
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòàëü-
íîå ñòðóêòóðèðîâàíèå ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è òùàòåëüíî ïðîäó-
ìàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ è ðåøåíèé.

Êíèãà ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåí-
òîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè
ôèçèêà, íî ìîæåò áûòü ïîëåçíîé è ïðåïîäàâàòåëÿì, è øêîëüíè-
êàì ñòàðøèõ êëàññîâ, èíòåðåñóþùèìñÿ ôèçèêîé è ãîòîâÿùèìñÿ
ê ïîñòóïëåíèþ â âóç.
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Ìàòåðèàëû âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ 2005 ãîäà

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(îëèìïèàäà «Ëîìîíîñîâ-2005») 1

1. Âû÷èñëèòå

( ) ( ) ( )4 4 3 3

2 2 2 2

2x y x y xy x y

x y x xy y

- - -

-

- + +

ïðè

46

1,2 22x = …

���

, 
�

45

2,7 7 8y = - … .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
1

3 2 1 1

2 1 1 2

x

x x

-

-

◊ +
≥

- -
.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD ñ áîêîâîé ñòîðîíîé
ÂÑ = 5, åñëè ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí À è D äî ïðÿìîé ÂÑ
ðàâíû 3 è 7 ñîîòâåòñòâåííî.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )2

4 2log 4 sin 2 2 log 2tgx x= - - .

5. Íà îêðóæíîñòè âçÿòà òî÷êà À, íà åå äèàìåòðå ÂÑ – òî÷êè
D è Å, à íà åãî ïðîäîëæåíèè çà òî÷êó Â – òî÷êà F. Íàéäèòå
ÂÑ, åñëè BAD ACD– = – , BAF CAE– = – , BD = 2, BE = 5
è BF = 4.

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )25 3 2 2 8 2x x x x x£ + - - - .

7. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ñëóæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-
ìè 5, 12 è 13, à åå âûñîòà îáðàçóåò ñ âûñîòàìè áîêîâûõ ãðàíåé
(îïóùåííûìè èç òîé æå âåðøèíû) îäèíàêîâûå óãëû, íå
ìåíüøèå 30� . Êàêîé íàèáîëüøèé îáúåì ìîæåò èìåòü òàêàÿ
ïèðàìèäà?

8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

4 3 9 1x x x a x- - + = -

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.
9. Ãðóïïà îòäûõàþùèõ â òå÷åíèå 2 ÷ 40 ìèí êàòàëàñü íà

ìîòîðíîé ëîäêå ïî ðåêå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (îòíîñè-
òåëüíî âîäû) ïîïåðåìåííî òî ïî òå÷åíèþ, òî ïðîòèâ: â
êàæäóþ ñòîðîíó â îáùåé ñëîæíîñòè íå ìåíåå ÷åì ïî 1 ÷. Â
èòîãå ëîäêà ïðîøëà ïóòü â 40 êì (îòíîñèòåëüíî áåðåãà) è,
îò÷àëèâ îò ïðèñòàíè À, ïðè÷àëèëà ê ïðèñòàíè Â íà ðàññòî-
ÿíèè 10 êì îò À. Â êàêóþ ñòîðîíó òåêëà ðåêà? Êàêîâà ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü åå òå÷åíèÿ?

10. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n òåëî n
Φ  â êîîðäèíàòíîì

ïðîñòðàíñòâå çàäàíî íåðàâåíñòâîì

3 8 1
n n n

x y z+ + < ,

à òåëî Φ  – îáúåäèíåíèå âñåõ òåë n
Φ . Íàéäèòå îáúåì Φ .

Âàðèàíò 2

(ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ, àâòîáóñ êóðñèðóåò ïî ìàðøðóòó
èç ïóíêòà À â ïóíêò Â è îáðàòíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è
áåç îñòàíîâîê. Íà ïóòè èç À â Â îí áûë âûíóæäåí íà
íåêîòîðîå âðåìÿ îñòàíîâèòüñÿ, ïîýòîìó íà îáðàòíîì ïóòè
óâåëè÷èë ñêîðîñòü íà 25%. Ïðèåõàâ â À ñ 10-ìèíóòíûì
îòêëîíåíèåì îò ðàñïèñàíèÿ, îí óìåíüøèë ñâîþ ïîñëåäíþþ
ñêîðîñòü íà 24% è ïðèáûë â Â âîâðåìÿ. Êàêîâà áûëà
ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûíóæäåííîé îñòàíîâêè?

2. Íàéäèòå 2

2
log

2
x

x
 ïðè óñëîâèè

2

2 22
log 2 log 2 log

xx x x x- + - - £ ( ) 3

82 logx x- .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
23 5

0
2 7 5

cos cos
4 4

x x

x x

- - -
≥

- -
-

.

4. Íà îñíîâàíèè ÂÑ òðàïåöèè ABCD âçÿòà òî÷êà Å,
ëåæàùàÿ íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ òî÷êàìè À, Ñ è D. Äðóãàÿ
îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè À, Â è Ñ, êàñàåòñÿ
ïðÿìîé CD. Íàéäèòå ÂÑ, åñëè ÀÂ = 12 è ÂÅ : ÅÑ = 4 : 5.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ðàäèóñà ïåðâîé
îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó âòîðîé ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ.

5. Ïóñòü Õ – ñóììà êîðíåé óðàâíåíèÿ

cos 2 2 cos
3

a x x
πÊ ˆ

= + +Á ˜
Ë ¯

íà ïðîìåæóòêå [ )0;2π , à Y – ñóììà êîðíåé óðàâíåíèÿ

cos 2 2 sin 2 3 sina y y a y- = -

íà òîì æå ïðîìåæóòêå. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ

ctg 3
2

X Y-
= .

6. Íàéäèòå îáúåì òåòðàýäðà ABCD ñ ðåáðàìè ÀÂ = 3,
ÀÑ = 5 è BD = 7, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè Ì è N
åãî ðåáåð ÀÂ è ÑD ðàâíî 2, à ïðÿìàÿ ÀÂ îáðàçóåò ðàâíûå
óãëû ñ ïðÿìûìè ÀÑ, BD è MN.

Âàðèàíò 3

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè,
îëèìïèàäà 2 , àïðåëü 2005)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 4
6 log 2 log 2 1x x

x x+ ≥ .
1
 Ýòà îëèìïèàäà ðàññìàòðèâàëàñü â êà÷åñòâå 3-ãî òóðà Âñåðîñ-

ñèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ, è åå ïîáåäèòåëè çà÷èñëÿëèñü íà

ðàçëè÷íûå ôàêóëüòåòû ÌÃÓ.

2 
Ðåçóëüòàòû ýòîé îëèìïèàäû çàñ÷èòûâàëèñü ïðè ïðèåìå íà

êîíòðàêòíîå îáó÷åíèå.
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2. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

( )sin 2 1,

9.

x y

xy

Ï + =Ô
Ì

=ÔÓ

3. Íàéäèòå âñå ïàðû öåëûõ õ è ó, óäîâëåòâîðÿþùèå
ðàâåíñòâó

2 2
4 2 2 2 1 0x xy y y x- + + - - = .

4. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âçÿòû òî÷êè Ì
è N ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè AN è CM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
L. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AML, CNL è ALC ðàâíû 1, 6 è
4 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà MBN.

5. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD ñ
âåðøèíîé S. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íîãî èç îñíîâàíèÿ Í âûñîòû ïèðàìèäû SH íà ãðàíü SDC,
ðàâíà 6 , à óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà SB ê ïëîñêîñòè

îñíîâàíèÿ ðàâåí 
3

π
. Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû, îïèñàííîé

îêîëî ïèðàìèäû SABCD.
6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

12 cos 2 8 sin 3 sin 3 cos 2 11x x x x+ + - = .

Âàðèàíò 4

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

2

2 2

3 3
log log 2

1

x x
x

x

Ê ˆ+ - +
- - >Á ˜

+Ë ¯
2log 2x + .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

ctg 1 15x + = - sin x .

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }na  è { }n
b , n = 1, 2, 3, …,

ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè, 
11 32a = , b

21
=

= 43. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }n
c  îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

( ) ( )1 1
n n

n n n
c a b= - + - . Ñóììà ïåðâûõ ñîðîêà ÷ëåíîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè { }n
c  ðàâíà 100, à ñóììà ïåðâûõ åå äâàäöàòè

òðåõ ÷ëåíîâ ðàâíà –60. Íàéäèòå 
40b  è ñóììó ïåðâûõ ñòà

÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè { }n
a .

4. Íà ñòîðîíå ÀÂ âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD

âûáðàíà òî÷êà Ì òàê, ÷òî AMD ADB– = –  è ACM– =

ABC= – . Óòðîåííûé êâàäðàò îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò
òî÷êè À äî ïðÿìîé CD ê ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè C äî ïðÿìîé
AD ðàâåí 2, CD = 20. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëü-
íèê ACD îêðóæíîñòè.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðèíàäëåæàùèå
îòðåçêó [ ]0;π , ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) [ ]( )5sin 3 cosx a xπ+ = ◊

èìååò íà îòðåçêå [1; π] íå÷åòíîå ÷èñëî ðåøåíèé. (Çäåñü [ ]x
– öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà õ, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåò-
âîðÿþùåå íåðàâåíñòâó [ ]x x£ .)

6. Íà ãðàíÿõ ÀÂÑ, ABD, ACD è BCD òåòðàýäðà ABCD
âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè K, L, M è N òàê, ÷òî
KL CD� , KM BD� , KN AD� . Îòíîøåíèå îáúåìà òåòðà-
ýäðà ABCD ê îáúåìó òåòðàýäðà KLMN ðàâíî 64. Èçâåñòíî,
÷òî

( )2 AD KM BD KN AD BD◊ + ◊ = ◊ .

Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è KMN.

Âàðèàíò 5

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 cos 2x cos 7 cos 4 1x x- = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

5 6 6x x x- + < - .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
12 3 1 12

5 5 3 15 4 3 0
x x x+

- ◊ + ◊ = .

4. Íà îêðóæíîñòè âçÿòû ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè P, Q, R è
S, PQ = PS. Îòðåçêè PR è QS ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ò,
RQ = q, RS = s, RT = t. Íàéäèòå ÐT.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó

( ) ( )

4 12,

2 1 2 2 1 3.

x x y y

x y x y

Ï + - = +Ô
Ì

+ + + + - =ÔÓ

6. Âåðøèíà Ì ïðÿìîãî óãëà LMNΔ  ëåæèò âíóòðè îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì Î è ðàäèóñîì 8, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíöû
ãèïîòåíóçû LN, MH – âûñîòà LMNΔ . Íà ïðÿìîé LN âçÿòà
òî÷êà K òàê, ÷òî KH = OH. Íàéäèòå MK.

7. Äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ à ðåøèòå íåðàâåí-
ñòâî

log
2

ax

aÊ ˆ

Á ˜
Ë ¯

( )2
2

log 1 0
a

a
-

- < .

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SKLM ñ âåðøèíîé
S òî÷êà N – ñåðåäèíà îòðåçêà KL, 17SN = . Ñôåðà,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè L, Ì è N, êàñàåòñÿ ðåáðà SK â òî÷êå
Ð òàêîé, ÷òî KP : PS = 1 : 2. Íàéäèòå âûñîòó SH ïèðàìèäû
SKLM.

Âàðèàíò 6

(õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 1 2x x+ = + .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3 4 2 9x x
◊ £ ◊ .

3. Ðåøèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

ctg tg 4 cos 5x x x= + .

4. Íàéäèòå ÷èñëî n ñòîðîí âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, åñëè
êàæäûé åãî âíóòðåííèé óãîë íå ìåíåå 143

�  è íå áîëåå 146
� .

5. Íàéäèòå âñå ïàðû öåëûõ ÷èñåë ( );x y , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óðàâíåíèþ

2 3 2 3 2 3x y y x x y- - + - + = - - .

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå

1

3 1

x
x a

x

+
+ =

-

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Âàðèàíò 7

(áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ôàêóëüòåò áèîèíæåíåðèè è
áèîèíôîðìàòèêè, ôàêóëüòåò ôóíäàìåíòàëüíîé ìåäèöèíû,

ôàêóëüòåò íàóê î ìàòåðèàëàõ)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
2 3 0x x+ - = .
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2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 3 sin 2x x- = .

3. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ðàâíû 12 ñì è 6 ñì, à ñóììà äëèí
îñíîâàíèé ðàâíà 14 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1 3x x- < - .

5. Íà áåãîâîé äîðîæêå ñòàäèîíà äëèíîé 400 ì îäíîâðåìåí-
íî ñî ñòàðòà â îäíîì íàïðàâëåíèè íà÷èíàþò çàáåã äâà
ñïîðòñìåíà íà äèñòàíöèþ 10 êì. Êàæäûé èç íèõ áåæèò ñî
ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïåðâûé ñïîðòñìåí ïðèõîäèò
íà ôèíèø íà 16 ìèí 40 ñ ðàíüøå âòîðîãî è ÷åðåç 43 ìèí
20 ñ ïîñëå òîãî, êàê îí âòîðîé ðàç íà äèñòàíöèè (íå ñ÷èòàÿ
ìîìåíòà ñòàðòà) îáîãíàë âòîðîãî ñïîðòñìåíà. Èçâåñòíî, ÷òî
ñêîðîñòü ïåðâîãî ñïîðòñìåíà áîëüøå 100 ì/ìèí. Ñêîëüêî
âñåãî ðàç ïåðâûé ñïîðòñìåí îáãîíÿë âòîðîãî íà äèñòàíöèè
ïîñëå ñòàðòà?

6. Ðåøèòå ñèñòåìó

2 2

2 2

1

2 22 122

2 37 2 2 2,

log 4 log 4 0.
x y

x y x y

x y x y

+

Ï
+ - - + =

Ô
Ô

= - + + + +Ì

Ô
+ =

Ô
Ó

7. Çàäàíà ôóíêöèÿ f, ïðè÷åì ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  äëÿ

âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë õ, ó. Èçâåñòíî, ÷òî ( )10f π= - .

Íàéäèòå 
2

7
f

Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯
.

Âàðèàíò 8

(ôàêóëüòåò ïî÷âîâåäåíèÿ)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )
7 14

6 15 1x x- = - .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )sin 3 arcsin 1x = .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1x x- £ .

4. Ãðóçîâèêè òðåõ òèïîâ À, Â è Ñ âîçèëè êèðïè÷. Â ïåðâûé
äåíü ðàáîòàëè ïî ïÿòü ãðóçîâèêîâ êàæäîãî òèïà è âûïîëíèëè
âåñü îáúåì ðàáîòû çà 3 ÷àñà 12 ìèíóò. Âî âòîðîé äåíü çà 6
÷àñîâ 40 ìèíóò ýòîò æå îáúåì ðàáîòû âûïîëíèëè ïî äâà
ãðóçîâèêà òèïîâ À è Â è ÷åòûðå ãðóçîâèêà òèïà Ñ. Çà ñêîëüêî
÷àñîâ áûë áû âûïîëíåí âåñü îáúåì ðàáîòû, åñëè áû êèðïè÷
âîçèëè äâà ãðóçîâèêà òèïà À è äâà ãðóçîâèêà òèïà Â?

5. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ð îòíîøåíèå ñóììû

êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ( )
18

2
7px -  ê åãî ñâîáîäíîìó

÷ëåíó ìèíèìàëüíî?
6. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè: ( )1;2A ,
( )2;1B , ( )3; 3C - , ( )0;0D . Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóê-

ëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé S äåëèò äèàãîíàëü ÀÑ?

Âàðèàíò 9

(ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
2 2

12 sin sin 3,

6 sin cos 2.

x y

x y

Ï - =Ô
Ì

+ = -ÔÓ

2. Ïðîèçâåäåíèå äëèíû ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè è äëèíû
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû åå äèàãîíàëåé, ðàâíî 25.

Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè åå âûñîòà âòðîå áîëüøå
ðàçíîñòè îñíîâàíèé.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
1

log 1 5 2
x

x
-

+ ≥ - .

4. Íàéäèòå ïåðèìåòð ôèãóðû, òî÷êè êîòîðîé íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè ( );x y  óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

2 2

2 1 ,

4 2 3.

y x

x y x y

Ï > - -Ô
Ì

+ < + -ÔÓ

5. Â öåõå èìåëîñü N îäèíàêîâûõ ñòàíêîâ, êîòîðûå, ðàáî-
òàÿ âìåñòå, âûòà÷èâàëè â äåíü 5850 ãîòîâûõ äåòàëåé. Ïîñëå
ìîäåðíèçàöèè ÷èñëî ïðîèçâîäèìûõ â äåíü êàæäûì ñòàíêîì
ãîòîâûõ äåòàëåé âîçðîñëî íà 20%. Ýòî ïîçâîëèëî ïî êðàéíåé
ìåðå áåç ñîêðàùåíèÿ îáùåãî îáúåìà ïðîäóêöèè öåõà óìåíü-
øèòü ÷èñëî ñòàíêîâ ìàêñèìóì íà 4. Íàéäèòå N.

6. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî
îäíîé îáðàçóþùåé êîíóñà, ðàâåí 45� . Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ îáåèì ýòèì îáðàçóþùèì, ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü îñíî-

âàíèÿ êîíóñà ïîä óãëîì 
8

π
. Íàéäèòå óãîë áîêîâîé ðàçâåðòêè

êîíóñà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí áîëüøå 270
� .

Âàðèàíò 10

(ãåîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2
1 2 1 0x x x- + - £ .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

6 2x x x- - + - ≥ .

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë Ñ ïðÿìîé, òàíãåíñ óãëà À

ðàâåí 
1

4
, ìåäèàíà BD ðàâíà 5 . Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëü-

íèêà ABD è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëü-
íèêà ABD.

4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

cos 2 11 15 5 cosx x x x+ - = - - .

5. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè êâàäðàò ñóììû òðåòüåãî
è ÷åòâåðòîãî åå ÷ëåíîâ ðàâåí ñóììå âòîðîãî è ïÿòîãî åå
÷ëåíîâ. ×åìó ðàâíà ñóììà ïåðâûõ øåñòè ÷ëåíîâ ýòîé ïðî-
ãðåññèè?

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 3

1 1
log log

3 3
x x

x x
+

Ê ˆ Ê ˆ
+ £ +Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà

x + a ïðè óñëîâèè

2 4 2 2 3x a x a+ - + - + £ .

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC ïëîñêèå óãëû ÀÂÑ è SAB
ïðÿìûå, äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ABS è ÀÂÑ

ðàâåí 
2 10

arcctg
3

. Íàéäèòå äëèíó âûñîòû ïèðàìèäû, îïó-

ùåííîé èç âåðøèíû Â íà ïëîñêîñòü ASC, åñëè ÂÑ = 7,
ÀÂ = 4.

Âàðèàíò 11

(ôèëîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2 3 1 1x x- + = .
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2. Íà âñòóïèòåëüíîì ýêçàìåíå ïî ìàòåìàòèêå 15% ïîñòóïà-
þùèõ íå ðåøèëè íè îäíîé çàäà÷è, 144 ÷åëîâåêà ðåøèëè
çàäà÷è ñ îøèáêàìè, à ÷èñëî âåðíî ðåøèâøèõ âñå çàäà÷è
îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íå ðåøèâøèõ âîâñå êàê 5 : 3. Ñêîëüêî
÷åëîâåê ýêçàìåíîâàëîñü ïî ìàòåìàòèêå â ýòîò äåíü?

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 1
log 1 log 16

x
x

+
+ > .

4. Íàéäèòå ïëîùàäü êðóãà, îïèñàííîãî îêîëî ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, êàòåòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâ-
íåíèÿ

22 6 1 0x x- + = .

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 sin 3tg
2

t
t+ = .

6. Áèññåêòðèñà CD óãëà ÀÑÂ ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåí-
íîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ÀÂ = ÀÑ) äåëèò ñòîðîíó ÀÂ òàê, ÷òî
AD = BC. Íàéäèòå äëèíó áèññåêòðèñû CD è ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè ÂÑ = 2.

7. Ïðè êàêèõ öåëûõ à íåðàâåíñòâî

2

1 1

2 2

2 log 3 2 log 0a x a x- + - <

âåðíî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ õ?

Âàðèàíò 12

(ýêîíîìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, îòäåëåíèå ýêîíîìèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 1

9 9

2
log ctg log sin 4 0

9

x
x+ = .

2. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìà-
åò ôóíêöèÿ

2

6
205

x x
y = - +

ïðè [ ]2;12x Œ .
3. Âíîâü ñîçäàííîå àêöèîíåðíîå îáùåñòâî ïðîäàëî íàñåëå-

íèþ 1000 ñâîèõ àêöèé, óñòàíîâèâ ñêèäêó 10% íà êàæäóþ
ïÿòóþ ïðîäàâàåìóþ àêöèþ è 25% íà êàæäóþ òðèíàäöàòóþ
ïðîäàâàåìóþ àêöèþ. Â ñëó÷àå åñëè íà îäíó àêöèþ âûïàäàþò
îáå ñêèäêè, òî ïðèìåíÿåòñÿ áîëüøàÿ èç íèõ. Îïðåäåëèòå
ñóììó, âûðó÷åííóþ îò ïðîäàæè âñåõ àêöèé, åñëè öåíà àêöèè
ñîñòàâëÿåò 1000 ðóáëåé.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2 5

log 4 x
+

- - ( )2

9 4 5
log 4 28 49x x

-
+ + +

( )2

5 2
log 6 0x x

-
+ + - £ .

5. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî
ñòîðîí â òî÷êàõ K, N è Ì. Èçâåñòíî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå
KNM óãîë M ðàâåí 75� , ïðîèçâåäåíèå âñåõ ñòîðîí ðàâíî
9 6 3+ , à âåðøèíà K äåëèò îòðåçîê ÀÑ ïîïîëàì. Íàéäèòå
äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.

6. Íàéäèòå âñå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

( )
2

21

2 2 2 2
1 1 log cos 0

y
y x x x yπ

+

+ - + + + = .

7. Ôèãóðà F çàäàåòñÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íåðàâåí-
ñòâîì

( )

2 9 10 2 2
3 2 arcsin arccos

13 18
0

4 9 128 97 5

y x x y

x x y

π - + + +Ê ˆ Ê ˆ
- ◊Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
≥

- ◊ - + + +

.

Â êàêèõ ïðåäåëàõ èçìåíÿþòñÿ ïëîùàäè âñåâîçìîæíûõ êðó-
ãîâ, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèõ F?

Âàðèàíò 13

(Ìîñêîâñêàÿ øêîëà ýêîíîìèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 4 4 2x x- + = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
2 1x x x+ - > .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )
2

4 2
1 log 2 log 2 8x x+ + = + .

4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

15
6 cos

4

πÊ ˆ

Á ˜
Ë ¯

cos cos 3
2

x
x

Ê ˆ
- =Á ˜

Ë ¯
,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó [ ]2;10,99- .
5. Íàéäèòå ÷åòûðå ÷èñëà, êîòîðûå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñ-

êóþ ïðîãðåññèþ, åñëè ñóììà êðàéíèõ ðàâíà 18 è âòîðîå
÷èñëî ìåíüøå òðåòüåãî íà 20%.

6. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

( ) ( )
2 2

3 4 5,

4 11.

x y

y x

Ï - + - <Ô
Ì

£ +ÔÓ

7. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, êàñàåòñÿ
ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êå Ì. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ,
åñëè ÀÑ = 21, ÂÌ = 9, à óãîë ÀÂÑ ðàâåí 60� .

8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )1 4 2 3 6 3 4 9
x x xa a a- ◊ + - ◊ = - ◊

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Âàðèàíò 14

(ôàêóëüòåò ïñèõîëîãèè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2 1 9x x- + + = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

4 5
1

2 11

x

x

+
≥ -

-
.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
2 cos 3 2 sin 0x x- + = .

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè BD è
ÀÑ ðàâíû ñòîðîíå ÀÂ. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà BCD è
ñòîðîíó ÀÂ, åñëè óãîë CDA ïðÿìîé, ÂÑ = 4, AD = 5.

5. Çåíîí íå ðàç íàáëþäàë çàáàâíóþ èãðó Àõèëëà ñ ÷åðåïà-
õîé: Àõèëë è ÷åðåïàõà ïðèáëèæàëèñü äðóã ê äðóãó âäîëü
òðîïèíêè, ñòàðòóÿ ñ ðàçíûõ êîíöîâ òðîïèíêè. Äâèãàëèñü
îíè òîëüêî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ïðè÷åì, êîãäà ÷åðåïàõà
ñòîÿëà, Àõèëë øåë íàâñòðå÷ó åé, à êîãäà ÷åðåïàõà ïîëçëà
íàâñòðå÷ó Àõèëëó, Àõèëë ñòîÿë â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè åå
äâèæåíèÿ. Ïðîäâèãàëèñü îíè ïî òðîïèíêå äðóã ê äðóãó
êàæäûé ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, îäíîé è òîé æå â
ðàçíûõ èãðàõ, ïðè÷åì ñêîðîñòü èäóùåãî Àõèëëà áûëà â 50
ðàç áîëüøå ñêîðîñòè ïîëçóùåé ÷åðåïàõè. Èãðà çàêàí÷èâà-
ëàñü, êîãäà Àõèëë è ÷åðåïàõà ñõîäèëèñü â îäíîé òî÷êå
òðîïèíêè. Â ïåðâîé èãðå, íà÷àâ ñáëèæàòüñÿ ïî ïåðâîé
òðîïèíêå, îíè ñîøëèñü íå ðàíåå ÷åì ÷åðåç 15 ìèíóò. Âî
âòîðîé èãðå, ñáëèæàÿñü ïî âòîðîé òðîïèíêå, îíè ñîøëèñü íå
ïîçæå ÷åì ÷åðåç ïîëòîðû ìèíóòû. Â òðåòüåé èãðå îíè
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ñîøëèñü ïî òðåòüåé òðîïèíêå çà 11 ìèíóò, ïðè÷åì â õîäå ýòîé
èãðû Àõèëë äâèãàëñÿ â îáùåé ñëîæíîñòè â òå÷åíèå 1 ìèíóòû,
à ÷åðåïàõà – â òå÷åíèå 10 ìèíóò. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà äëèí
ïåðâîé è òðåòüåé òðîïèíîê ðàâíà äëèíå âòîðîé òðîïèíêè.
Êàêîâî îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî Àõèëëîì íà-
âñòðå÷ó ÷åðåïàõå çà âðåìÿ âñåõ òðåõ èãð, ê ðàññòîÿíèþ, íà
êîòîðîå ïðîäâèíóëàñü ÷åðåïàõà íàâñòðå÷ó Àõèëëó çà âðåìÿ
âñåõ òðåõ èãð?

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ ôóíêöèÿ

( )
4 sin

4 2 sin

x a
f x

a x

+
=

-

ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [ ]0;1 .

Âàðèàíò 15

(Èíñòèòóò ñòðàí Àçèè è Àôðèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

3 4
1

1

x x

x

- -
£

+
.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 4 4 cosx x= cos 2 1x - .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )
32

1 4 3 2x x x x+ + + + = + .

4. Ìàãàçèí çàêóïèë íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òîâàðà è íà÷àë
åãî ðåàëèçàöèþ ïî öåíå íà 25% âûøå öåíû, íàçíà÷åííîé
ïðîèçâîäèòåëåì, ÷òîáû ïîêðûòü çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ åãî
òðàíñïîðòèðîâêîé, è äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû. Îñ-
òàâøóþñÿ ïîñëå ðåàëèçàöèè ÷àñòü òîâàðà ìàãàçèí óöåíèë íà
16% ñ òåì, ÷òîáû ïîêðûòü òîëüêî çàòðàòû íà çàêóïêó ýòîé
÷àñòè òîâàðà ó ïðîèçâîäèòåëÿ è åãî òðàíñïîðòèðîâêó. Ñêîëü-
êî ïðîöåíòîâ îò öåíû, íàçíà÷åííîé ïðîèçâîäèòåëåì, ñîñòàâ-
ëÿëà ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè òîâàðà?

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )6 24 1
log 6 2 log 4 1 0xx

x x
++

+ - + < .

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ À,
Â, Ñ, D çàäàíû äëèíû îòðåçêîâ AD = 2, 2 3AB = ,

( )2 3 1BC = - . Âåëè÷èíû óãëîâ DAB è ÀÂÑ ðàâíû 
6

π
 è 

3

π

ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèòå âñå óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
7. Ôèãóðà íà ïëîñêîñòè ( );x y  ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ÷åðåç

êîòîðûå íå ïðîõîäèò íè îäíà èç êðèâûõ, çàäàâàåìûõ ñîîòíî-
øåíèåì

( ) ( )
2 2

4 2 2 2
4 16p p x y+ + + - =

= ( ) ( ) ( )3 4 2 2 216 4 2 12 16p p xy p p x y+ + + + +

ïðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ð. Íàéäèòå äëèíó
ëèíèè, îãðàíè÷èâàþùåé ýòó ôèãóðó.

Âàðèàíò 16

(ôàêóëüòåò ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ)

1. Ìîæíî ëè ðàçäåëèòü ñóììó â 196 ðóáëåé íà 16 ðàçíûõ
÷àñòåé òàê, ÷òîáû áëèæàéøèå ïî âåëè÷èíå ÷àñòè îòëè÷àëèñü
íà 50 êîïååê?

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2

2 4
1

8 17

x

x x

-
<

- +

.

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íàéäèòå òî÷êó Å òàêóþ,
÷òîáû îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ÅÀÂ è ECD áûëî
ðàâíî 1/2, à òðåóãîëüíèêîâ EAD è ÅÂÑ – 3/4, åñëè
èçâåñòíû êîîðäèíàòû âñåõ åãî âåðøèí: ( )2; 4A - - , ( )2;3B - ,

( )4;6C , ( )4; 1D - .
4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

sin sin1 0,

cos cos1 0.

x

x

- =Ï

Ì
- =Ó

5. Ò¸ìà ñäåëàë íåñêîëüêî ìåëêèõ ïîêóïîê â ñóïåðìàðêåòå,
èìåÿ ïðè ñåáå ñòî ðóáëåé. Äàâàÿ ñäà÷ó ñ ýòîé ñóììû, êàññèð
îøèáëàñü, ïåðåïóòàâ ìåñòàìè öèôðû, è âûïëàòèëà ðóáëÿìè
òî, ÷òî äîëæíà áûëà âåðíóòü êîïåéêàìè, è, íàîáîðîò,
êîïåéêàìè òî, ÷òî ïîëàãàëîñü âåðíóòü ðóáëÿìè. Êóïèâ â
àïòåêå íàáîð ïèïåòîê çà 1 ðóá. 40 êîï., Ò¸ìà îáíàðóæèë
îøèáêó êàññèðà è, ïåðåñ÷èòàâ äåíüãè, íàøåë, ÷òî îñòàâøàÿñÿ
ó íåãî ñóììà âòðîå ïðåâûøàåò òó, êîòîðóþ åìó äîëæíû áûëè
âåðíóòü â ñóïåðìàðêåòå. Êàêîâà ñòîèìîñòü âñåõ ïîêóïîê
Ò¸ìû?

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì
ïîëîæèòåëüíîì b óðàâíåíèå

1 2
2

1
log 4 log 2

x

a b
x-

Ê ˆ
= - -Á ˜

Ë ¯

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ìåíüøåå 
1

3
.

7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ïîëíûé êðóã ïî êîëüöåâîìó
ìàðøðóòó, àâòîìîáèëþ òðåáóåòñÿ 150 ë áåíçèíà. Íà ìàðøðó-
òå ðàñïîëîæåíû ïÿòü ïðîìåæóòî÷íûõ ïóíêòîâ, â êàæäîì èç
êîòîðûõ èìååòñÿ çàïàñ â 30 ë áåíçèíà. Ïîêàæèòå, ÷òî
íàéäåòñÿ ïóíêò, â êîòîðîì àâòîìàøèíà ñ ïóñòûìè áàêàìè è
äîñòàòî÷íûì çàïàñîì ïóñòûõ êàíèñòð ìîæåò çàïðàâèòüñÿ,
ñòàðòîâàòü è, ïîïîëíÿÿ çàïàñ áåíçèíà â ÷åòûðåõ âñòðå÷íûõ
ïóíêòàõ, ñäåëàòü ïîëíûé êðóã.

Âàðèàíò 17

(ñîöèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

4 9 3x x- + = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 81 10 9 3 0x x
◊ - ◊ + = .

3. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî-

äåðæèò ÷ëåí 1

6
n

b = . Îòíîøåíèå ñóììû ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè,

ñòîÿùèõ ïåðåä nb , ê ñóììå ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ ïîñëå nb , ðàâíî

6. Íàéäèòå n, åñëè ñóììà âñåé ïðîãðåññèè ðàâíà 
3

4
.

4. Âûñîòà òðåóãîëüíèêà, ðàâíàÿ 2, äåëèò óãîë òðåóãîëüíè-
êà â îòíîøåíèè 2 : 1 è äåëèò îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà íà
÷àñòè, ìåíüøàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 1. Îïðåäåëèòå ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )0,5log 5 1 3x x- - + > - .

6. Ãðóïïà øêîëüíèêîâ ðåøèëà êóïèòü ìóçûêàëüíûé öåíòð,
ïðè ýòîì êàæäûé âíåñ îäíó è òó æå ñóììó. Îäíàêî â
ïîñëåäíèé ìîìåíò äâîå îòêàçàëèñü, è êàæäîìó èç îñòàâøèõ-
ñÿ ïðèøëîñü äîáàâèòü ïî 100 ðóáëåé. Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ
ïåðâîíà÷àëüíî ó÷àñòâîâàëî â ïîêóïêå, è êàêîâà öåíà ìóçû-
êàëüíîãî öåíòðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà çàêëþ÷åíà â ïðåäå-
ëàõ îò 17000 äî 19500 ðóáëåé?
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Âàðèàíò 18

(ôàêóëüòåò ãëîáàëüíûõ ïðîöåññîâ)

1. Â òóðíèðå áîðöîâ ó÷àñòâóþò 127 ñïîðòñìåíîâ. Áîðåö
âûáûâàåò èç ñîðåâíîâàíèé ñðàçó ïîñëå ïîðàæåíèÿ â ïîåäèí-
êå.  Ñêîëüêî ïîåäèíêîâ òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè, ÷òîáû âûÿâèòü
ïîáåäèòåëÿ òóðíèðà?

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2

1 1

2 3 3 2x x x x
≤

+ −
.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2

2

0,5 2 5 2
log 0,5 8 2 1 1

x x
x x

− − +
+ − − ≥ .

4. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD ( )||BC AD , âïèñàí-
íîé â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, åñëè åå âûñîòà ðàâíà
2, à óãîë COD ðàâåí 60� .

5. Âûÿñíèòå, âåðíî ëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

cos 2 3 siny x x= −

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó 4; 5⎡ ⎤−⎣ ⎦ . Îòâåò íàäî îáîñíîâàòü.
6. Îáùèé ïðîöåíò ïðèáûëè çà âåñü òîâàð, ïðîäàííûé â

òðåõ ìàãàçèíàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ðàçíûõ ðàéîíàõ ãîðîäà,
ñîñòàâèë 26,8%. ×åðåç ïåðâûé ìàãàçèí áûëî ïðîäàíî 60%
âñåãî òîâàðà, ÷åðåç âòîðîé – 40% îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òîâàðà. Ñ
êàêîé ïðèáûëüþ ïðîäàí òîâàð ÷åðåç òðåòèé ìàãàçèí, åñëè
ïðèáûëü îò ïðîäàæè â ïåðâîì ñîñòàâèëà 30%, à âî âòîðîì –
25%?

7. Âåðõíÿÿ ãðàíü ABCD êóáà ABCDA B C D′ ′ ′ ′
( || || ||AA BB CC DD′ ′ ′ ′  – áîêîâûå ðåáðà) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî îñíîâàíèåì ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû
SABCD, ó êîòîðîé âûñîòà âäâîå ìåíüøå äëèíû ðåáðà êóáà.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè A B′  è AS.

8. Ïåðåìåííûå x, y ñâÿçàíû óñëîâèåì
2 2

6 4 10 0x y x y+ − + + = .

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ðàçíîñòü
ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè âûðàæåíèÿ
2ax – 3y – 10 áîëüøå 12.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Избранные задачи олимпиады «Покори Воробьевы горы»

1. Â âûñîêèé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ âíóòðåííèì äèàìåò-
ðîì D = 7 ñì íàëèòî m = 50 ã âîäû. Â ñîñóä ìåäëåííî
îïóñêàþò ïîäâåøåííûé íà íèòè ñòåðæåíü ìàññîé Ì = 5 êã,
èìåþùèé ôîðìó ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà äëèíîé L =
= 218,3 ñì. Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ 3

600 *ã ìρ = .
Îñè ñîñóäà è ñòåðæíÿ âåðòèêàëüíû è ñîâïàäàþò. Íàéäèòå
èçìåíåíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ ïîäâåñà, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèæíèì îñíîâàíèåì ñòåðæíÿ è äíîì ñîñóäà ñòàíåò ðàâíûì
h = 3 ìì, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ñòåðæåíü åùå íå
êàñàëñÿ âîäû.

2. Ê ãðóçó, íàäåòîìó íà ãëàäêèé ãîðèçîíòàëüíûé ñòåð-
æåíü, ñ ðàçíûõ ñòîðîí ïðèêðåïëåíû äâå îäèíàêîâûå ëåãêèå
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k. Äðóãèå êîíöû ïðóæèí ïðèêðåïëåíû
ê ñòåíêàì òàê, ÷òî îñè ïðóæèí ñîâïàäàþò ñ îñüþ ñòåðæíÿ è
ïðóæèíû íå äåôîðìèðîâàíû. Ïðè ýòîì äëèíà êàæäîé ïðó-
æèíû ðàâíà L. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïðàâàÿ ñòåíêà
íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ âëåâî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, ñêîëüçÿ
ïî ñòåðæíþ. Íàéäèòå ìàññó ãðóçà, åñëè çà âðåìÿ ïåðåìåùå-
íèÿ ñòåíêè íà ðàññòîÿíèå L ñêîðîñòü ãðóçà ìîíîòîííî ðîñëà
è ñòàëà ðàâíîé v.

3. Òåëó, ëåæàùåìó íà ïëîñêî-
ñòè, íàêëîíåííîé ïîä óãëîì α  ê
ãîðèçîíòó, ñîîáùàþò íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü 0v , íàïðàâëåííóþ ãî-
ðèçîíòàëüíî âäîëü íàêëîííîé
ïëîñêîñòè. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
òåëà î ïëîñêîñòü tgμ α> . ×åðåç
êàêîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà äâèæå-
íèÿ òåëî îñòàíîâèòñÿ, åñëè îíî
íå ïîêèäàåò ïëîñêîñòü?

4. Ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè ñêîëüçèò äèñê ðàäèó-
ñîì R, âûðåçàííûé èç òîíêîãî
îäíîðîäíîãî ëèñòà ìåòàëëà (ðèñ.1). Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
âåëè÷èíà ñêîðîñòè òî÷êè À, ðàñïîëîæåííîé íà êðàþ äèñêà,
îêàçàëàñü ðàâíîé Av . Ïðè ýòîì ñêîðîñòü äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíîé êðàéíåé òî÷êè Â äèñêà áûëà íàïðàâëåíà
âäîëü ïðÿìîé, îáðàçóþùåé ñ äèàìåòðîì ÀÂ óãîë 0,5β π< , à
ñêîðîñòü òî÷êè À ñîâïàäàëà ñ ïðÿìîé, îáðàçóþùåé ñ ýòèì
äèàìåòðîì óãîë 0,5α π< . Íàéäèòå âåëè÷èíó ïåðåìåùåíèÿ

rΔ  öåíòðà äèñêà ê ìîìåíòó t τ= . Îêîí÷àòåëüíûé ðàñ÷åò
ïðîâåäèòå äëÿ 60α = ∞  è 30β = ∞ .

5. Äâå áîëüøèå îäèíàêîâûå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû,
íàõîäÿùèåñÿ â âàêóóìå, ìîãóò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü
ïåðïåíäèêóëÿðíîé èõ ïëîñêîñòÿì ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé
ÀÂ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ïëàñòèí. Ñåðåäèíû ïëàñòèí
ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé
ëåãêîé íåäåôîðìèðîâàííîé
ïðîâîäÿùåé ïðóæèíîé æå-
ñòêîñòüþ k. Íà ïðÿìîé ÀÂ
íà ðàññòîÿíèè L îò íàðóæ-
íûõ ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèí,
óäåðæèâàÿ èõ, çàêðåïëÿþò
äâà ìàëåíüêèõ øàðèêà, èìå-
þùèõ çàðÿäû +q è –q. Ïðè
êàêîì çíà÷åíèè q ïëàñòè-
íû ïîñëå îòïóñêàíèÿ áóäóò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ ñ ìàêñè-
ìàëüíûì îòêëîíåíèåì îò èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ, íå êàñàÿñü
øàðèêîâ?

6. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2, êëþ÷è 1K  è 2K
âíà÷àëå ðàçîìêíóòû, à êîíäåíñàòîðû ðàçðÿæåíû. Ñíà÷àëà
çàìûêàþò êëþ÷ 1K , çàòåì åãî ðàçìûêàþò è çàìûêàþò êëþ÷

2K . Çíàÿ åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ 1C  è 2C , íàéäèòå îòíîøå-
íèå óñòàíîâèâøåãîñÿ íàïðÿæåíèÿ íà äèîäå 2D  ê âåëè÷èíå
ÝÄÑ áàòàðåè E . Äèîäû ñ÷èòàéòå èäåàëüíûìè.

7. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ τ  ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à K â
ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 3, íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòî-
ðå åìêîñòüþ 2C  ïåðåñòà-
ëî èçìåíÿòüñÿ, à åãî çàðÿä
ñòàë ðàâíûì q. Ïàðàìåò-
ðû ýëåìåíòîâ óêàçàíû íà
ðèñóíêå. Çíàÿ, ÷òî äî çà-
ìûêàíèÿ êëþ÷à âñå êîí-
äåíñàòîðû áûëè ðàçðÿæå-
íû, íàéäèòå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû Q, êîòîðîå ìî-
æåò âûäåëèòüñÿ íà ðåçèñ-
òîðå 1R  ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà. Äèîä ñ÷èòàòü èäåàëüíûì,
èíäóêòèâíîñòüþ ýëåìåíòîâ ñõåìû è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëå-
íèåì áàòàðåè ïðåíåáðå÷ü.

Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Задачи устного экзамена

1. Áåãîâûå äîðîæêè ëåãêîàòëåòè÷åñêîãî ñòàäèîíà ñîñòîÿò
èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, ñîåäèíåííûõ äâóìÿ ïîëó-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 1
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îêðóæíîñòÿìè. Øèðèíà äîðîæêè d = 1 ì. Ëèíèÿ ñòàðòà
ïðîâåäåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó äîðî-
æåê è ñîâïàäàåò ñ ëèíèåé ôèíèøà. Äâà áåãóíà, íàõîäÿùèõñÿ
íà ïåðâîé (âíóòðåííåé) è âòîðîé (âíåøíåé) äîðîæêàõ,
îäíîâðåìåííî ïðèíèìàþò ñòàðò è ïðîáåãàþò äî ôèíèøà îäèí
êðóã. Îíè ðàçãîíÿþòñÿ ðàâíîóñêîðåííî, ïîêà íå íàáåðóò
ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòüþ 0 8 ì “v = , îäèíàêîâóþ äëÿ îáî-

èõ áåãóíîâ, ñ êîòîðîé è ïðî-
áåãàþò îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äè-
ñòàíöèè. Íà ñêîëüêî îòëè-
÷àþòñÿ âðåìåíà ðàçãîíà áå-
ãóíîâ, åñëè, äâèãàÿñü êàæ-
äûé ïî ñåðåäèíå ñâîåé äî-
ðîæêè, îíè ôèíèøèðóþò
îäíîâðåìåííî?

2. Øàðèê ìàññîé m ïîä-
âåøåí íà íåâåñîìîé íåðàñ-
òÿæèìîé íèòè äëèíîé l =
= 1 ì (ðèñ.4). Â íåãî óäàðÿ-
åòñÿ øàðèê ìàññîé 2m, ëå-

òÿùèé â ïëîñêîñòè ðèñóíêà ñî ñêîðîñòüþ 0v  òàê, ÷òî âåêòîð
ñêîðîñòè íàïðàâëåí ãîðèçîíòàëüíî âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþ-
ùåé öåíòðû øàðèêîâ. Êàêîé äîëæíà áûòü ñêîðîñòü 0v ,
÷òîáû ïîñëå óäàðà øàðèê ìàññîé m ñîâåðøèë ïîëíûé îáîðîò
ïî îêðóæíîñòè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè? Óäàð ñ÷èòàòü

àáñîëþòíî óïðóãèì, ñèëû
òðåíèÿ íå ó÷èòûâàòü. Óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

2
9,8 ì cg = .

3. Ñïëîøíîé îäíîðîäíîé
öèëèíäð ìàññîé m ðàñïîëàãà-
åòñÿ íà øåðîõîâàòîé íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ
ãîðèçîíòàëüþ óãîë α  (ðèñ.5).

Íà öèëèíäð íàìîòàíà íèòü, êîòîðàÿ çàêðåïëåíà íà íàêëîííîé
ïëîñêîñòè òàê, ÷òî åå îòðåçîê ìåæäó öèëèíäðîì è òî÷êîé
çàêðåïëåíèÿ ãîðèçîíòàëåí. Íàéäèòå ñèëó F, ñ êîòîðîé öè-
ëèíäð äåéñòâóåò íà ïëîñêîñòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí íàõîäèò-
ñÿ â ðàâíîâåñèè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

4. Òîíêóþ äåðåâÿííóþ ïàëî÷êó ïîäâåñèëè çà îäèí èç
êîíöîâ íà íèòè, à äðóãîé êîíåö îïóñòèëè â âîäó (ðèñ.6). Ïðè
ýòîì ïàëî÷êà îêàçàëàñü íàêëîíåííîé ê ãîðèçîíòàëè íà óãîë

30α = ∞ , à äëèíó åå ÷àñòè,
ïîãðóæåííîé â âîäó, ñîñòà-
âèëà ïîëîâèíó äëèíû ïàëî÷-
êè. Êàêóþ ðàáîòó À íóæíî
ñîâåðøèòü, ÷òîáû âûòàùèòü
çà íèòü ïàëî÷êó èç âîäû?
Äëèíà ïàëî÷êè L, ïëîùàäü
ñå÷åíèÿ S, ïëîòíîñòü âîäû

"
ρ , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ g çàäàíû.

5. Äâà îäèíàêîâûõ øàðè-
êà ìàññîé m êàæäûé, ñâÿ-

çàííûå ïðóæèíîé æåñòêîñòüþ k  è äëèíîé l, ëåæàò íåïîäâèæ-
íî íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå (ðèñ. 7). Òðåòèé òàêîé
æå øàðèê äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0v  ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé

öåíòðû øàðèêîâ, ñâÿçàí-
íûõ ïðóæèíîé, è ñîâåð-
øàåò óïðóãîå ñîóäàðåíèå ñ
îäíèì èç íèõ. Îïðåäåëèòå
ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëü-

íîå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó øàðèêàìè, ñâÿçàííûìè ïðóæèíîé,
ïðè èõ äàëüíåéøåì äâèæåíèè. Ïðèíÿòü, ÷òî 0 2v l k m< .
Ìàññîé ïðóæèíû, âðåìåíåì ñîóäàðåíèÿ è òðåíèåì ïðåíåá-
ðå÷ü.

6. Ãðóç ìàññîé Ì ïîäâåøåí íà ïðóæèíå. Óäåðæèâàÿ ãðóç
â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, íà íåãî êëàäóò áðóñîê ìàññîé m, à
çàòåì îòïóñêàþò. Ñ êàêîé ìàêñèìàëüíîé ñèëîé maxF  áðóñîê
áóäåò äåéñòâîâàòü íà ãðóç â ïðîöåññå äâèæåíèÿ? Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðå-
íåáðå÷ü.

7. Òîíêàÿ ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà âîçäóøíîãî øàðà èçãî-
òîâëåíà èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, ìàññà åäèíèöû ïëîùàäè
êîòîðîãî 2

1 *ã ìσ = . Øàð íàïîëíåí ãåëèåì ïðè àòìîñôåð-

íîì äàâëåíèè 5

0 10  o=p = . Êàêîé ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ minr

äîëæåí èìåòü øàð, ÷òîáû îí íà÷àë ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ?
Òåìïåðàòóðû ãåëèÿ è îêðóæàþùåãî âîçäóõà îäèíàêîâû è
ðàâíû 0 0 Ct = ∞ . Ìîëÿðíûå ìàññû ãåëèÿ è âîçäóõà ðàâíû

He 4 ã ì%ëüΜ =  è " 29 ã ì%ëüΜ = ñîîòâåòñòâåííî. Óíèâåð-
ñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ( )8,31 d› ì%ëü jR = ◊ .

8. Âíóòðè âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííîãî öèëèíäðà, âîçäóõ
èç êîòîðîãî îòêà÷àí, íàõîäèòñÿ òîíêèé ìàññèâíûé ïîðøåíü.
Ïîä ïîðøåíü ââåëè ñìåñü âîäîðîäà è ãåëèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ïîðøåíü ïîäíÿëñÿ äî ñåðåäèíû öèëèíäðà. Ïîñêîëüêó ìàòå-
ðèàë, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåí ïîðøåíü, îêàçàëñÿ ïðîíèöàå-
ìûì äëÿ ãåëèÿ, ïîðøåíü íà÷àë ìåäëåííî îïóñêàòüñÿ. Ñïóñòÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ ïîðøåíü çàíÿë îêîí÷àòåëüíîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íà âûñîòå, ñîñòàâëÿþùåé 1/3 âûñîòû
öèëèíäðà. Íàéäèòå îòíîøåíèå k ìàññ âîäîðîäà è ãåëèÿ â
ñìåñè â ïåðâîíà÷àëüíûé ìîìåíò. Ìîëÿðíàÿ ìàññà âîäîðîäà

1 2 ã ì%ëüΜ = , ìîëÿðíàÿ ìàññà ãåëèÿ 
2 4 ã ì%ëüΜ = . Òåì-

ïåðàòóðó ñ÷èòàòü ïîñòîÿí-
íîé.

9. Â òåïëîâîì äâèãàòåëå,
ðàáî÷èì òåëîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ îäèí ìîëü èäåàëü-
íîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà, ñî-
âåðøàåòñÿ öèêëè÷åñêèé
ïðîöåññ, èçîáðàæåííûé íà
ðèñóíêå 8, ãäå ó÷àñòîê 2–3
– èçîòåðìè÷åñêîå ðàñøè-
ðåíèå. Íàéäèòå ðàáîòó ãàçà
À íà ó÷àñòêå 2–3, åñëè êî-
ýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåé-
ñòâèÿ äâèãàòåëÿ 20%η = , à ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è
ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðàìè ãàçà 100 jTΔ = .

10. Ìàëåíüêèé øàðèê, íåñóùèé çàðÿä +q, çàêðåïëåí íà
ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k (ðèñ.9). Íà ðàññòîÿíèè L îò ýòîãî
øàðèêà óäåðæèâàþò äðóãîé
òàêîé æå øàðèê ñ çàðÿäîì,
ðàâíûì –q. Êàêóþ ðàáîòó À
íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû, ìåä-
ëåííî îòîäâèãàÿ âòîðîé øà-
ðèê îò ïåðâîãî, óâåëè÷èòü ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè â 2 ðàçà? Äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè
ïðåíåáðå÷ü. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàâíà 0

ε .
11. Äâà îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ øàðèêà

íàõîäÿòñÿ â âàêóóìå íà ðàññòîÿíèè, íàìíîãî ïðåâûøàþùåì
ðàäèóñû îáîèõ øàðèêîâ. Ðàäèóñ è çàðÿä ïåðâîãî øàðèêà

ðàâíû 1 4 “ìR =  è 8

1 10  jëQ -
=  ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ðàâ-

íû ðàäèóñ 2R  è íà÷àëüíûé çàðÿä 2Q  âòîðîãî øàðèêà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå ñîåäèíåíèÿ øàðèêîâ òîíêèì ïðîâîäîì
íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè
ïåðâîãî øàðèêà èçìåíèëàñü â 1 4k =  ðàçà, à âáëèçè âòîðîãî
– â 2 0,5k =  ðàçà?

12. Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ çàìûêàþò íà
ðåîñòàò, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî ìîæåò ïëàâíî èçìåíÿòüñÿ
îò 0R  äî íóëÿ. Ïî êàêîìó çàêîíó íóæíî èçìåíÿòü ñî
âðåìåíåì ñîïðîòèâëåíèå ðåîñòàòà, ÷òîáû ñèëà òîêà ÷åðåç
íåãî îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé âïëîòü äî ïîëíîé ðàçðÿäêè

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9



êîíäåíñàòîðà? Ñîïðîòèâ-
ëåíèå ðåîñòàòà â íà÷àëå
ðàçðÿäêè ðàâíî 0R .

13. Ïëîñêèé âîçäóøíûé
êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 0C

ñ êâàäðàòíûìè îáêëàäêà-
ìè, ñòîðîíà êàæäîé èç êî-
òîðûõ ðàâíà l, ïîäêëþ÷åí

ê èñòî÷íèêó ñ ÝÄÑ E . Â êîíäåíñàòîð âñòàâëÿþò ïëàñòèíêó
ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε , çàíèìàþùóþ âñå
ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêàìè, à çàòåì âûäâèãàþò åå èç
êîíäåíñàòîðà íà íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 10. Êàêóþ ñèëó F íóæíî ïðèëîæèòü ê ïëàñòèíêå,
÷òîáû óäåðæèâàòü åå â òàêîì ïîëîæåíèè?

14. Ñàìîëåò ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî, äåðæà êóðñ ñòðîãî íà
ñåâåð ïðè ñèëüíîì çàïàäíîì âåòðå, èìåþùåì ñêîðîñòü u =
= 40 ì/ñ. Ñêîðîñòü ñàìîëåòà îòíîñèòåëüíî âîçäóõà v =
= 720 êì/÷. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ UΔ ìåæäó
êîíöàìè êðûëüåâ ñàìîëåòà, åñëè ðàçìàõ êðûëüåâ ñîñòàâëÿåò
L = 50 ì, à âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èíäóêöèè ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ Çåìëè ðàâíà 5

5 10  ŠëB -
= ◊ ? Øèðèíà êîíöîâ êðû-

ëüåâ ïðåíåáðåæèìî ìàëà.
15. Ìåòàëëè÷åñêèé ñòåðæåíü ìàññîé m ëåæèò íà äâóõ

ïðîâîäÿùèõ ðåéêàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 11. Ðåéêè ÷åðåç êëþ÷ ïîä-
ñîåäèíåíû ê ïëàñòèíàì êîí-
äåíñàòîðà, à âñÿ ñèñòåìà íàõî-
äèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â, íà-
ïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò çàðÿä íà
êîíäåíñàòîðå ðàâåí 0q , êëþ÷

ðàçîìêíóò, à ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ. Çàòåì êëþ÷ çàìûêàþò.
Îïðåäåëèòå çàðÿä q íà êîíäåíñàòîðå â ìîìåíò, êîãäà ñêî-
ðîñòü ñòåðæíÿ äîñòèãíåò âåëè÷èíû v. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
ðåéêàìè l. Èíäóêòèâíîñòüþ öåïè, à òàêæå ñèëàìè òðåíèÿ
ïðåíåáðå÷ü.

16. Ñîãëàñíî ìîäåëè Òîìñîíà, àòîì âîäîðîäà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûé øàð, âíóòðè êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ îòðèöàòåëüíûé òî÷å÷íûé çàðÿä – ýëåêòðîí, ïðè-
÷åì â íåâîçáóæäåííîì àòîìå ýëåêòðîí ïîêîèòñÿ â öåíòðå
øàðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðîí ñìåñòèëè îò öåíòðà øàðà
íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå, íå ïðåâûøàþùåå ðàäèóñ øàðà, è
ïðåäîñòàâèëè ñàìîìó ñåáå. Îïðåäåëèòå ïåðèîä Ò âîçíèêøèõ
ïðè ýòîì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîíà, ïðåíåáðåãàÿ ïî-
òåðÿìè íà èçëó÷åíèå. Ðàäèóñ øàðà ïðèíÿòü ðàâíûì

10 3 10R -
= ◊ ì, à åãî çàðÿä, ðàâíûé 19

1,6 10  jëe -
= ◊ , ñ÷è-

òàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ïî îáúåìó. Ìàññà ýëåêò-
ðîíà 31

9,1 10  *ãm -
= ◊ , ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ 

0
ε =

12
8,85 10  t ì

-
= ◊ .

17. Ïëîñêîïàðàëëåëüíàÿ ïëàñòèíêà òîëùèíîé d = 2 ìì
èçãîòîâëåíà èç ïðîçðà÷íîé ïëàñòìàññû ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ 29 4 1,35n = ª . Èçãèáàÿ ïëàñòèíêó, åé ïðèäà-

þò ôîðìó, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñóíêå 12,
ãäå ïîêàçàíî ïîïåðå÷-
íîå ñå÷åíèå ïëàñòèí-
êè. Ðàäèóñ êðèâèçíû
èçîãíóòîãî ó÷àñòêà
ïëàñòèíêè ðàâåí R =

= 1 ñì. Ïîä êàêèì ìàêñèìàëüíûì óãëîì max
α  ìîæåò ïà-

äàòü ñâåòîâîé ïó÷îê íà òîðåö ïëàñòèíêè â ïëîñêîñòè ðè-
ñóíêà, ÷òîáû ñâåò íå âûõîäèë èç ïëàñòèíêè ÷åðåç åå áîêî-
âóþ ïîâåðõíîñòü?

18. Íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ñòåêëÿííîãî øàðà íàõî-
äèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà, äàþùèé óçêèé ñâåòîâîé
ïó÷îê, îñü êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà. Ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n èçîáðàæåíèå
èñòî÷íèêà áóäåò íàõîäèòüñÿ âíå øàðà íåçàâèñèìî îò ðàññòî-
ÿíèÿ øàðà äî èñòî÷íèêà?

19. Óçêèé ñâåòîâîé ïó÷îê ïàäàåò íà òîíêóþ ñîáèðàþùóþ
ëèíçó ïàðàëëåëüíî åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè è îáðàçóåò
ñâåòëîå ïÿòíî íà ýêðàíå, ïàðàëëåëüíîì ïëîñêîñòè ëèíçû è
ðàñïîëîæåííîì çà íåé íà ðàññòîÿíèè l. Êîãäà ëèíçó ïåðåäâè-
íóëè íà ðàññòîÿíèå δ  â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì åå
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, öåíòð ïÿòíà ñìåñòèëñÿ íà âåëè÷èíó
Δ . Íàéäèòå ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

20. Ñ ïîìîùüþ óñòà-
íîâêè, ñõåìà êîòîðîé
ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 13,
íàáëþäàþò äèôðàêöèþ
ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà áå-
ëîãî ñâåòà íà äèôðàêöè-
îííîé ðåøåòêå Ä, ðàñïî-
ëîæåííîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî îñè ïó÷êà. Ïðè ýòîì íà ýêðàíå Ý, óñòàíîâëåííîì â
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèíçû Ë, âèäíû
äâå ñâåòëûå ïîëîñû, âûçâàííûå íàëîæåíèåì ñïåêòðàëüíûõ
êîìïîíåíò ñ äëèíàìè âîëí 1 460 …ìλ =  è 2 575 …ìλ = . Ýòè
ïîëîñû ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû íà ðàññòîÿíèè l = 30 ñì äðóã îò äðóãà.
Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ðåøåòêè d, ïðè êîòîðîì
íàáëþäàåòñÿ ýòà êàðòèíà, åñëè ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû
F = 20 ñì.

Õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôà-
ðàäåÿ.

2. ×òî òàêîå «ðåçîíàíñ»?
3. ÝÄÑ èñòî÷íèêà

òîêà èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
14. Ê ïîëþñàì èñòî÷-
íèêà ïîäêëþ÷åí ñî-
ëåíîèä. Â êàêîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè ìàê-
ñèìàëüíà âåëè÷èíà
ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè
ñîëåíîèäà?

4. Äàâëåíèå èäåàëü-
íîãî ãàçà â äàííîì îáúåìå óâåëè÷èëîñü â 4 ðàçà. Âî ñêîëüêî
ðàç èçìåíèëàñü ïðè ýòîì (óâåëè÷èëàñü èëè óìåíüøèëàñü)
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ åãî ìîëåêóë?

5. Ïîñòðîéòå õîä ëó÷à 1 ïîñëå òîíêîé ðàññåèâàþùåé
ëèíçû, åñëè èçâåñòåí õîä
ëó÷à 2 äëÿ ýòîé ëèíçû
(ðèñ.15).

6. Íåîäíîðîäíîå áðåâíî
ëåæèò íà çåìëå. ×òîáû
ïðèïîäíÿòü îäèí êîíåö
áðåâíà, òðåáóåòñÿ ïðèëî-
æèòü ê íåìó ìèíèìàëüíóþ
ñèëó 1 425 mF = , à äëÿ
òîãî ÷òîáû ïðèïîäíÿòü
äðóãîé êîíåö áðåâíà, òðå-

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Â À Ð È À Í Ò Û 51
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áóåòñÿ  ìèíèìàëüíàÿ  ñèëà 2 575 mF = . Íàéäèòå ìàññó
áðåâíà.

7. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð ñîñòîèò èç êîíäåíñàòîðà åìêîñ-
òüþ 510  tC -

=  è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L = 0,2 Ãí.
Íàéäèòå àìïëèòóäó íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå â ïðîöåññå
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, åñëè ñèëà òîêà â êîíòóðå ðàâíà
I = 0,01 À â òå ìîìåíòû, êîãäà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå
ðàâíî U = 2 Â.

8. Áðóñîê ìàññîé m = 1 êã ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Åñëè ê áðóñêó ïðèëîæèòü ñèëó F = 0,5 Í,

íàïðàâëåííóþ ãîðèçîí-
òàëüíî, òî áðóñîê áóäåò
äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì

2
0,3 ì “a = . Ñ êàêèì

óñêîðåíèåì 1a  áóäåò äâè-
ãàòüñÿ áðóñîê, åñëè òó æå

ñèëó ïðèëîæèòü ê íåìó ïîä óãëîì 45α = ∞  (ðèñ.16)? Ïðè-
íÿòü 2

10 ì “g = .
9. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 17, Ñ = 100 ìêÔ,

20 B=E . Íàéäèòå çàðÿä q íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà.
Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì áàòàðåè ïðåíåáðå÷ü.

10. Ïðîöåññó, ïðîèñõîäÿùåìó ñ îäíèì ìîëåì îäíîàòîìíî-
ãî èäåàëüíîãî ãàçà, íà p–V-äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ
ëèíèÿ (ðèñ.18). Ïðè ýòîì 2 12p p=  è 2 13V V= . Êàêîå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû ïåðåäàíî ãàçó, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ òåìïåðà-
òóðà ðàâíà 1 180 jT = ? Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ

( )8,3 d› ì%ëü jR = ◊ .

Âàðèàíò 2

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ñèñòå-
ìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ «ñèëà ïîñòîÿííîãî òîêà».
3. Òåëî ìàññîé m = 0,5 êã äâèæåòñÿ âäîëü îñè ÎÕ ïîä

äåéñòâèåì îäíîé ñèëû F. Ïðè ýòîì åãî óñêîðåíèå çàâèñèò îò
êîîðäèíàòû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ãðàôèêå (ðèñ.19). Îïðåäå-
ëèòå ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ýòîé ñèëîé íà ïåðâîì ýòàïå x =
= 4 ì ïóòè.

4. Ñîñòîÿíèå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èäåàëüíîãî ãàçà èçìå-
íÿëîñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ð–V-äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñóíêå 20. Ó÷àñòîê 3–4 – ãèïåðáîëà. Èçîáðàçèòå ýòîò
ïðîöåññ íà p–T-äèàãðàììå.

5. Áðóñîê äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ïîä äåéñòâèåì ñèëû F =
= 3 Í, íàïðàâëåííîé ââåðõ âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè,
ñîñòàâëÿþùåé óãîë 30α = ∞  ñ ãîðèçîíòîì. Ìàññà áðóñêà
m = 0,5 êã. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì áóäåò ñêîëüçèòü áðóñîê â
îòñóòñòâèå ñèëû F? Ïðèíÿòü 2

10 ì “g = .
6. Óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à ñâåòà èç âîçäóõà íà ñòåêëÿííóþ

ïëàñòèíêó òîëùèíîé d = 4 ñì ðàâåí óãëó ïîëíîãî âíóòðåííå-
ãî îòðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ñòåêëî–âîçäóõ. Âíóòðè
ïëàñòèíêè ëó÷ ñâåòà ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå l = 4,5 ñì. Îöåíèòå
ïî ýòèì äàííûì ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n.

7. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èäåàëüíîãî ãàçà ó÷àñòâóåò â
ïðîöåññå, ïðåäñòàâëåííîì íà p–V-äèàãðàììå (ðèñ.21). Òî÷-
êè 1 è 2 ëåæàò íà
îäíîé èçîòåðìå. Íàé-
äèòå ïåðåäàííîå ãàçó
êîëè÷åñòâî òåïëîòû
â ýòîì ïðîöåññå. Çíà-
÷åíèÿ 1p , 1V , 2V ,

2p  îïðåäåëèòå ïî
ãðàôèêó.

8. Ïðîâîëî÷íàÿ
ðàìêà âðàùàåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ âîêðóã ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè â
îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Èíäóêöèÿ ïîëÿ ðàâíà

22 10  ŠëB -
= ◊  è íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî. Ïëîùàäü ðàìêè

2100 “ìS = . Â òîò ìîìåíò, êîãäà ðàìêà ðàñïîëîæåíà âåðòè-

êàëüíî, ÝÄÑ èíäóêöèè â íåé ðàâíà 3
6,3 10 B

-
= ◊E . Íàéäèòå

÷àñòîòó âðàùåíèÿ ðàìêè.
9. Ãàçîâûé ëàçåð, ðàáîòàþùèé â íåïðåðûâíîì ðåæèìå,

èçëó÷àåò åæåñåêóíäíî 17
3 10n = ◊  ôîòîíîâ. Ïðè ýòîì ê åãî

ðàçðÿäíîé òðóáêå ïðèëîæåíî íàïðÿæåíèå U = 5 êÂ è â
íåé ïðîòåêàåò òîê ãàçîâîãî ðàçðÿäà  I = 10 À. Ñ÷èòàÿ

äëèíó âîëíû èçëó÷åíèÿ ðàâíîé 7
6,6 10  ìλ -

= ◊ , îïðåäåëè-
òå ÊÏÄ òàêîãî ïðîöåññà èçëó÷åíèÿ. Ïðèíÿòü, ÷òî ïîñòîÿí-

íàÿ Ïëàíêà ðàâíà 34
6,6 10  d› “h -

= ◊ ◊ , à ñêîðîñòü ñâåòà â

âàêóóìå ñîñòàâëÿåò 8
3 10  ì “c = ◊ .

10. Ìàëåíüêèé çàðÿæåííûé øàðèê ìàññîé m = 180 ìã
ïîäâåøåí íà íåâåñîìîé íèòè. Ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè óâåëè÷è-
âàåòñÿ âäâîå, åñëè ê øàðèêó ïîäíåñòè ñíèçó íà ðàññòîÿíèå
d = 6 ñì ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîå êîëüöî èç ïðîâîëîêè
ðàäèóñîì R = 8 ñì, íåñóùåå çàðÿä Q = –50 íÊë. Ïðè ýòîì îñü
êîëüöà ñîâïàäàåò ñ âåðòèêàëüíûì íàïðàâëåíèåì íèòè. ×åìó
ðàâåí çàðÿä q øàðèêà? Ïðèíÿòü 2

10 ì “g = . Ýëåêòðè÷åñ-

êàÿ ïîñòîÿííàÿ 12

0 8,9 10  t ìε -
ª ◊ .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ñ.Àââàêóìîâ, Â.Áåíèíã,
Ñ.Âîëîøèí, Â.Âîðîíèí, Å.Ãðèãîðüåâ, Ä.Äåíèñîâ,

À.Çîòååâ, Í.Ë¸âøèí, È.Ëîìîâ, Ã.Ìåäâåäåâ,
Â.Ïàíôåðîâ, Â.Ïîãîæåâ, À.Ðàçãóëèí, È.Ñåðãååâ,

À.Ñêëÿíêèí, Â.Óøàêîâ, Å.Õàéëîâ, Ñ.×åñíîêîâ,Å.Øèêèí,
À.Ùåãëîâ, Á.Ùåäðèí
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ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6–8»

(см. «Квант» №4 за 2005 г.)

1. Ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Çàíóìåðóåì ãðàíè êóáèêà öèôðàìè
îò 1 äî 6 òàê: âåðõíÿÿ – 1, íèæíÿÿ – 6, ëåâàÿ – 5, ïðàâàÿ –
3, ïåðåäíÿÿ – 2, çàäíÿÿ – 4. Òîãäà öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè
÷åòûðåõ öèôð îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ïîâîðîòàì êóáèêà
íà 90°, íî ñêîëüêî íè âðàùàé êóáèê – íå ïîëó÷èøü íîâûé êó-
áèê, ãäå ãðàíè 1 è 6 ïåðåñòàâëåíû, à âñå îñòàëüíûå ãðàíè îñ-
òàëèñü íà ñâîèõ ïðåæíèõ ìåñòàõ.
2. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ óñëîâèÿ êàæäîå èç
íåèçâåñòíûõ ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò 1, ïîýòîìó 1 0x + ≥ ,

1 0y + ≥ , 1 0z + ≥ . Ñëîæèâ ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ óñëî-
âèÿ, ïîëó÷àåì ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 0x x y y z z+ + + + + = . Ýòî âîç-
ìîæíî ëèøü â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå íåîòðèöà-
òåëüíîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå íåèçâåñòíîå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ëèáî 0, ëèáî
–1. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå –1
ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî íåèçâåñòíîå. Îòñþäà ïîëó÷àåì
åäèíñòâåííî âîçìîæíûé îòâåò: õ + ó + z = –1.
3. ßñíî, ÷òî óâåëè÷åíèå èëè óìåíüøåíèå îäíîãî èç ÷èñåë à,
b, õ, ó íà 7 íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü âûðàæåíèÿ ab – xy íà 7.
Ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü êàæäîå èç äàííûõ ÷èñåë íåîòðèöà-
òåëüíûì îñòàòêîì îò äåëåíèÿ åãî íà 7. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå ñåìü ÷èñåë ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 6
(ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü ðàâíûå).
Åñëè ñðåäè íèõ åñòü äâà íóëÿ, òî âûáåðåì à = 0 è õ = 0, òîã-
äà ïðè ëþáûõ b è y âûðàæåíèå ab – xy äåëèòñÿ íà 7.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî äâóõ íóëåé íåò, à íåíóëåâûõ ÷èñåë íå
ìåíåå øåñòè. Åñëè âñå îíè ðàçëè÷íûå, òî ýòî ÷èñëà 1, 2, 3, 4,
5, 6. Òîãäà èìååì 2 5 1 3 7◊ - ◊ = , ÷òî äåëèòñÿ íà 7. Ïóñòü ñðå-
äè øåñòè íåíóëåâûõ ÷èñåë èìåþòñÿ ðàâíûå ÷èñëà. Åñëè ïðè
ýòîì èìååòñÿ äâå ïàðû ðàâíûõ ÷èñåë (èëè íå ìåíåå ÷åòûðåõ
ðàâíûõ), òî ìîæíî âûáðàòü à = õ è b = ó, è òîãäà àb — õó
äåëèòñÿ íà 7.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäíà
ãðóïïà ðàâíûõ ÷èñåë, è èõ â ýòîé ãðóïïå íå áîëåå òðåõ. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàâíûå ÷èñëà â ãðóïïå – ýòî åäèíèöû. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âñå ñåìü ÷èñåë ìîæíî óìíîæèòü íà íåêîòîðîå
íåíóëåâîå ÷èñëî òàê, ÷òî ðàâíûå ÷èñëà ñòàíóò åäèíèöàìè
(èáî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà z ñóùåñòâóåò ÷èñëî ñ òà-
êîå, ÷òî zñ èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7), ïðè÷åì ñàìà
ýòà ïðîöåäóðà íèêàê íå ïîâëèÿåò íà äåëèìîñòü èëè íåäåëè-
ìîñòü âûðàæåíèÿ àb – õó íà 7.
Ðàññìîòðèì íàáîð 1, 1, 1 2 3 4, , ,a a a a . Çäåñü ïîñëåäíèå ÷åòûðå
÷èñëà ðàçëè÷íûå, è íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ñðåäè íèõ ìîæåò áûòü
åùå îäíà åäèíèöà. Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ a

1
a
2
, a

1
a
3
, a

1
a
4
, òàêæå

ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ 7 (ò.å. èìåþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äå-
ëåíèè íà 7). Åñëè a

2
a
3
 è a

1
a
4
 èìåþò ðàâíûå îñòàòêè ïðè äå-

ëåíèè íà 7, òî çàäà÷à ðåøåíà. Àíàëîãè÷íûå ñëîâà ìîæíî ñêà-

çàòü è î ïðîèçâåäåíèÿõ a
2
a
4
 è a
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a
4
. Èòàê, ëèáî ñðåäè ïðîèç-

âåäåíèé a
1
a
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, a

1
a
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, a

1
a
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, a
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a
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, a

2
a
4
, a

3
a
4
 íàéäóòñÿ äâà, èìåþ-

ùèõ ðàâíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7(è òîãäà çàäà÷à ðåøå-
íà), ëèáî âñå îíè äàþò ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó òàêèõ ïðîèçâåäåíèé øåñòü è îíè
ìîãóò ïðèíèìàòü (ïî ìîäóëþ 7) òîëüêî çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 5,
6, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî åñòü 1 (ïî ìîäóëþ 7). Âûáåðåì äâà
÷èñëà, êîòîðûå äàþò òàêîå ïðîèçâåäåíèå, â êà÷åñòâå à è b è
ïîëîæèì õ = ó = 1. Òîãäà ab – õó äåëèòñÿ íà 7, ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.
4. Ìîæåò. Îòìåòèì íà ïëîñêîñòè óçëû êâàäðàòíîé ðåøåòêè
1 1¥ , ðàñïîëîæåííûå â ôîðìå êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2k. Â
êâàäðàòàõ 2 2¥  íàðèñóåì îäèíàêîâûå çâåçäû, âåðøèíû êîòî-
ðûõ ëåæàò â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ (ðèñ.1). Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ
çâåçä 2k .

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðî-
íû âñåõ ýòèõ çâåçä:

k + k + (2k – 1) + (3k – 2) +

+ (3k – 2) = 10k – 5.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè 10k ≥  âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2 10 5k k≥ - ,
ò.å. â ïðèâåäåííîé êîíôèãóðàöèè
óæå ïðè k = 10 êîëè÷åñòâî çâåçä
áîëüøå ÷èñëà ïðÿìûõ.
5. à) Âåðíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòî óêàæåì ñïîñîá, êàê
ðàçáèòü ïðîèçâîëüíîå ÷åòíîëþáèâîå ÷èñëî íà ñóììó äâóõ íå-
÷åòíîëþáèâûõ ÷èñåë. Åñëè îíî – îäíîçíà÷íîå (è ïðèòîì
áîëüøå 1), òî åãî, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ (ñîãëàñíî
óñëîâèþ) ìîæíî ñ÷èòàòü íå÷åòíîëþáèâûì. Ïóñòü òåïåðü èñ-
õîäíîå ÷åòíîëþáèâîå ÷èñëî – íå ìåíåå ÷åì äâóçíà÷íîå. Çàïè-
øåì åãî â âèäå 

1 1 2 2 3 3m M m M m M … , ãäå âñå iM  – öèôðû, ñòî-
ÿùèå íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, à im  – öèôðû, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ
ìåñòàõ. Ìû íàìåðåííî íå ïûòàåìñÿ èçîáðàçèòü, êàê îêàí÷è-
âàåòñÿ ýòî ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî îíî ìîæåò èìåòü êàê ÷åòíîå, òàê
è íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öèôð, à ïîñëåäíÿÿ åãî öèôðà ìîæåò
áûòü êàê Ì, òàê è m – íàì ýòî áåçðàçëè÷íî. Äëÿ íàñ âàæíåå
íà÷àëî ÷èñëà. Ïåðâàÿ åãî öèôðà (ò.å. 1m ) – íåíóëåâàÿ (çà-
ïèñü ÷èñåë ñ íóëÿ íå íà÷èíàåòñÿ), à òàê êàê ÷èñëî – ÷åòíîëþ-
áèâîå, òî 1 1M m≥ , ò.å. âòîðàÿ öèôðà – òîæå íåíóëåâàÿ. À òå-
ïåðü èç äàííîãî ÷èñëà îáðàçóåì äâà äðóãèõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

iÏåðâîå ÷èñëî ïîëó÷èì èç èñõîäíîãî çàìåíîé âñåõ åãî öèôð

iM  íóëÿìè, ò.å. îíî òàêîâî: 
1 2 30 0 0m m m … . ßñíî, ÷òî îíî –

íå÷åòíîëþáèâîå, ïîñêîëüêó íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäíè
íóëè, è ïîòîìó öèôðû, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, íå ìåíü-
øå ñâîèõ ñîñåäåé.

iÂòîðîå ÷èñëî ïîëó÷èì èç èñõîäíîãî îòáðàñûâàíèåì åãî ïåð-
âîé öèôðû 1m  è çàìåíîé âñåõ îñòàëüíûõ öèôð im  íóëÿìè,
ò.å. îíî òàêîâî: 1 2 30 0M M M … . ßñíî, ÷òî îíî – òîæå íå÷åò-
íîëþáèâîå, ïîñêîëüêó è çäåñü íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäíè
íóëè.
Êðîìå òîãî, òàê êàê è 1M  è 1m  – íåíóëåâûå öèôðû, òî íåò
îñíîâàíèé ïîäîçðåâàòü, ÷òî êàêîå-òî èç ýòèõ ÷èñåë íà÷èíàåòñÿ
ñ íóëÿ.
á) Íåâåðíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
íå÷åòíîëþáèâîãî ÷èñëà, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû äâóõ ÷åòíîëþáèâûõ. Â êà÷åñòâå òàêîâîãî ìîæíî âçÿòü
÷èñëî 109. Óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
óêàçàííîì âèäå, ìîæíî äàæå è ïðÿìûì ïåðåáîðîì (îí íå
î÷åíü-òî âåëèê), íî ìîæíî è ïî-äðóãîìó. À èìåííî: åñëè
îäíî èç ñëàãàåìûõ – îäíîçíà÷íîå (îò 1 äî 9), òî âòîðîå, î÷å-
âèäíî, ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 108 äî 100, à òàêèå ÷èñëà íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷åòíîëþáèâûìè. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ
– äâóçíà÷íû. Ïóñòü îäíî èç íèõ èìååò âèä pq , ò.å. ñîäåðæèò
p äåñÿòêîâ è q åäèíèö. Åñëè îíî – ÷åòíîëþáèâîå, òî p q£ .
Ïðè âû÷èòàíèè åãî èç ÷èñëà 109, èìåþùåãî 10 äåñÿòêîâ è 9
åäèíèö, ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì ÷èñëî, ñîäåðæàùåå (10 – p)
äåñÿòêîâ è (9 – q) åäèíèö. Íî ïîñêîëüêó p q£ , òî
10 9p q- > - , è âòîðîå ñëàãàåìîå íèêàê íå áóäåò ÷åòíîëþáè-
âûì. Òàê ÷òî ÷èñëî 109 ïðåäñòàâèòü â óêàçàííîì âèäå íåëüçÿ.

ÊÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ïî äóãå îêðóæíîñòè.
2. Ìîæåò, åñëè òî÷êè À è Â äâèæóòñÿ ïî äâóì êîíöåíòðè÷åñ-
êèì îêðóæíîñòÿì ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè.
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3. Îäèí îáîðîò.
4. Áóäåò, ïîñêîëüêó îðáèòàëüíîå äâèæåíèå Çåìëè ïðèâîäèò ê
êàæóùåìóñÿ îáðàùåíèþ Ñîëíöà âîêðóã íåå ñ ïåðèîäîì â
îäèí ãîä.
5. Â äâà ðàçà.
6. Ó âòîðîé, òàê êàê ó íåå áîëüøå íîðìàëüíîå óñêîðåíèå.
7. Ñêîðîñòè ñïèö íèæíåé ïîëîâèíû êîëåñà îòíîñèòåëüíî çåì-
ëè ìåíüøå, ÷åì âåðõíåé.
8. Â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âñå òî÷êè äèñêà, îòñòîÿùèå îò
ñàìîé íèæíåé òî÷êè Ñ íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå, áóäóò

èìåòü îäèíàêîâûå ïî ìîäó-
ëþ ñêîðîñòè (ðèñ.2).
9. Íåò, íå  áóäåò. Åñëè áû
êàòóøêà ñòàëà ñêàòûâàòüñÿ,
òî îíà íà÷àëà áû âðàùàòüñÿ
âîêðóã òî÷êè Ñ (ñì. ðèñóíîê
ê óñëîâèþ çàäà÷è). Íî òîãäà
òî÷êà Â ñòàëà áû óäàëÿòüñÿ
îò òî÷êè À, ò.å. íèòü ÀÂ ñòà-
ëà áû ðàñòÿãèâàòüñÿ, ÷òî íå-
âîçìîæíî.
10. Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà, êîòîðîé áûëà áû

íåâðàùàþùàÿñÿ Çåìëÿ, çâåçäû îñòàâàëèñü áû íåïîäâèæíûìè
íà íåáåñíîé ñôåðå. Ñóòî÷íîå æå äâèæåíèå çâåçä ñ âîñòîêà
íà çàïàä óêàçûâàåò íà âðàùåíèå Çåìëè â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè.
11. Íåò, íå áóäåò – ïðàâûé ãðóç ïåðåòÿíåò. Ðèñóíîê 3 ïîÿñ-
íÿåò ñèòóàöèþ, êàê åñëè áû íèòè áûëè çàêðåïëåíû íà ãâîç-

äÿõ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñèëà íàòÿæåíèÿ ïðàâîé íèòè â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè áóäåò áîëüøå, ÷åì ëåâîé.
12. à) Â íèæíåé òî÷êå; á) â äâóõ êðàéíèõ âåðõíèõ òî÷êàõ.
13. Åñëè ëèôò íà÷íåò ïàäàòü â òîò ìîìåíò, êîãäà ãðóçèê íà-
õîäèòñÿ â îäíîé èç òî÷åê ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî â äàëüíåéøåì ãðóçèê áóäåò íå-
ïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ñòåíîê ëèôòà. Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷à-
ÿõ ãðóçèê áóäåò îïèñûâàòü êðóãîâóþ òðàåêòîðèþ âîêðóã òî÷-
êè ïîäâåñà, ïðè÷åì íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ áóäåò â
òîì ñëó÷àå, åñëè ëèôò íà÷íåò ïàäàòü â ìîìåíò, êîãäà ãðóçèê
ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíþþ òî÷êó ñâîåé òðàåêòîðèè.
14. Íà ïðàâûå.
15. Äî ñîñêàëüçûâàíèÿ íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ,

îáåñïå÷èâàþùàÿ íîðìàëü-
íîå è êàñàòåëüíîå óñêîðå-
íèÿ è íàïðàâëåííàÿ ïîä óã-
ëîì ê ðàäèóñó îïèñûâàå-
ìîé òåëîì îêðóæíîñòè
(ðèñ.4).
16. Íà ïîëþñàõ Çåìëè ýòîò
ïåðèîä ñîñòàâëÿåò îäíè
ñóòêè. Ïî ìåðå óìåíüøå-
íèÿ øèðîòû ìåñòà ïåðèîä
áóäåò ðàñòè. Íà ýêâàòîðå

Çåìëè ïëîñêîñòü êîëåáàíèé íå áóäåò èçìåíÿòü ñâîå ïîëîæå-
íèå, è ïîýòîìó ïåðèîä ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèì.
17. Îòðèöàòåëüíûé.
18. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî óãëà ýëåêòðîí ñòà-
íåò äâèãàòüñÿ ïî ñæèìàþùåéñÿ èëè ðàñòÿãèâàþùåéñÿ ñïèðàëè
ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà.

Ìèêðîîïûò

Íàäî ïðèâåñòè âîäó âî âðàùåíèå. Òîãäà åå ïîâåðõíîñòü ïðè-
îáðåòåò âîãíóòóþ ôîðìó. Ïîïëàâîê, îïóñêàÿñü â óãëóáëåíèå,
ñïîëçåò ñî ñïèöû.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

ÇÀÄÀ×È Ñ ÆÈÄÊÎÑÒßÌÈ

1. "

2 1

“2

h h
ρ

Δ Δ
ρ

= . 2. 
0

27
0,1 ë

77

Q
V

p
= ª .

3. 
3

4
a g= . 4. ( ) 2 2

05 12p R p gH Rρ ρω= + + .

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
èì. Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 64. Óêàçàíèå. Äàííîå âûðàæåíèå ðàâíî ( )
3

x y+ .
2. ( )20; log 3 . Óêàçàíèå. Âûïîëíèòå çàìåíó 2xt = .
3. 25. Óêàçàíèå. Ïðîâåäåì ÷åðåç ñåðåäèíó Ì ñòîðîíû AD
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ÂÑ. Ïóñòü Å è F – òî÷êè åå ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ CD è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïëî-
ùàäè ïàðàëëåëîãðàììà EFBC, à ðàññòîÿíèå îò M äî ÂÑ –
ïîëóñóììå ðàññòîÿíèé äî ÂÑ îò òî÷åê À è D.

4. 
4

n
π π- + , n ŒZ .

5. 11. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî AD – âûñîòà òðåóãîëüíèêà
ÂÀÑ, à 90FAE– = ∞ . Äàëåå âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

2AD FD DE BD DC= ◊ = ◊ .

6. { }
2 101 25 23

4; 0 ; 2
13 13

È ˘- È ˘-Í ˙ Í ˙Î ˚Í ˙Î ˚
∪ ∪ . Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå

òðè ñëó÷àÿ: x = 0, x > 0, x < 0.

7. 150 3 . Óêàçàíèå. Ïðîåêöèÿ âåðøèíû ïèðàìèäû îäèíàêî-

âî óäàëåíà îò ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà. Òàêèõ òî÷åê ÷åòûðå – ýòî öåíòðû âïèñàííîé è òðåõ âíå-

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó 
1

3
V Sh= , íàèáîëüøèé

îáúåì ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåé âûñîòå, à íàèáîëüøàÿ âûñî-
òà ðàâíà ctgr α , ãäå r – íàèáîëüøèé èç ðàäèóñîâ óïîìÿíó-
òûõ îêðóæíîñòåé.
8. 8 6a- £ £ . Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ

( ) 9 1 4 3f x x x x x a= - - + - +

óáûâàåò ïðè 1x £  è âîçðàñòàåò ïðè 1x ≥ , ïîñêîëüêó ïðè
ñíÿòèè çíàêîâ ìîäóëåé â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðè õ
ðàâåí 9 4 3 1 0- - ± ± < , à âî âòîðîì 9 4 3 1 0- ± ± > . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå ( ) 0f x = , à ñ íèì è äàííîå óðàâíåíèå,
èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

( )1 0f £ .
9. Îò À ê Â; 8 êì/÷.
Ïóñòü õ è ó – ñêîðîñòè ëîäêè â íàïðàâëåíèè îò À ê Â è îò Â
ê À ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â ïåðâîì íàïðàâëåíèè ëîäêà ïðî-
øëà ( ) ( )40 10 2 25 *ì+ = , à â ïðîòèâîïîëîæíîì

( ) ( )40 10 2 15 *ì- = , ïðè÷åì 
25 15 8

3x y
+ = è 

25
1

x
≥ , 

15
1

y
≥ .

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå x
max

 = 25 ñîîòâåòñòâóåò íàèìåíüøåìó
çíà÷åíèþ min 9y = , à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå min 15x = – íàè-
áîëüøåìó çíà÷åíèþ max 15y = . Ïîýòîìó x > y, ò.å. ðåêà òå÷åò



îò À ê Â, à ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà

( )max min 8 *ì ÷
2

x y-
= .

10. 1. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

( )
1

, , 1, , 1
8

x y z x y zΦ Ï ¸
= < < <Ì ˝
Ó ˛

.

Â ñàìîì äåëå, åñëè 
1

1,
8

x y< <  è 1z < , òî äëÿ íåêîòîðîãî

N ïðè âñåõ n > N èìååì 
1

9

n
x < , 

1
8

3

n
y < , 

1

3

n
z < , ò.å.

3 8 1
n n n

x y z+ + < . È, íàîáîðîò, åñëè 3 8 1
n n n

x y z+ + < ,

òî è 1x < , 
1

8
y < , 1z < .

Âàðèàíò 2

1. 28 ìèí. Óêàçàíèå. Íà ïóòè îò Â äî À ñêîðîñòü àâòîáóñà îò-

ëè÷àëàñü îò èñõîäíîé ìíîæèòåëåì 
19

1
20

< , òàê ÷òî â ïóíêò À

îí ïðèáûë ñ 10-ìèíóòíûì îïåðåæåíèåì. Ïóñòü õ – âðåìÿ â
ïóòè îò À äî Â ïî ðàñïèñàíèþ, à t – ïðîäîëæèòåëüíîñòü îñòà-

íîâêè. Òîãäà 
20

10
19

x x= - , ò.å. õ = 190, à 10 28
5

x
t = - = .

2. –1. Óêàçàíèå. Ïóñòü à = õ – 2, 2logb x= . Òîãäà

ab a b ab+ - £ .

Íî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

0,

.

ab

a b

≥ÏÔ
Ì =ÔÓ

3. [ ) (1; 2 2; 5 ˘̊∪ . Óêàçàíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå

( ) ( )2 23 5
0,

2 7 5

4 4

5.

x x

x x

x

Ï - - -
Ô ≥Ô - -

-Ì
Ô
Ô £Ó

4. 18; ( ) ( )1 2 1 3; 1 1; 5 3r r Œ ∪ . Óêàçàíèå. ÀÂ – êàñàòåëüíàÿ ê

ïåðâîé îêðóæíîñòè (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 
1

2
BAC AC

»

– =

– äîêàæèòå ýòî!). Íî òîãäà 2BE BC AB◊ =  è ÂÑ = 18. Ïî-

ñêîëüêó ïðè ýòîì BC – AB < AC < AB + BC, òî

1

2

1 5
;

3 3

r AC

r BC

Ê ˆ= Œ Á ˜Ë ¯
, ïðè÷åì 

1 2r rπ .

5. 0; 4 2 3+ . Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå ïåðâîå óðàâíåíèå ê âèäó

( ) 1cos cosx ϕ ϕ- = ,

ãäå 
1

arcctg
3

aϕ -
= , 

( )
1

2

2
arccos

3 1a
ϕ =

+ -
, à âòîðîå – ê

âèäó

( )( )1sin cos cos 0y y ψ ψ+ - = ,

ãäå arctg
2

aψ = , 1
2

3
arccos

2 4a
ψ

Ê ˆ
= -Á ˜

Ë ¯+
. Äàëåå ïîëó÷èì, ÷òî

2 2x nϕ π= + , 2 2y π ψ π= - + m.

Âû÷èñëèòå òåïåðü ctg
2

x y-
 è íàéäèòå à èç ïîëó÷åííîãî óðàâ-

íåíèÿ.

6. 4 6 . Óêàçàíèå. Ïðîâåäèòå ÷åðåç ÀÑ ïëîñêîñòü π , ïàðàë-

ëåëüíóþ BD. Äîêàæèòå, ÷òî AB π^ , à ABCD ACFDV V= , ãäå
F – ïðîåêöèÿ òî÷êè D íà ïëîñêîñòü π .

Âàðèàíò 3

1. [ )
1 1 1

0; ; 1;
16 8 2

Ê ˆ È ˆ +•Á ˜ ˜ÍË ¯ ¯Î
∪ ∪ . Óêàçàíèå. Ïåðåéäèòå ê ëîãàðèô-

ìàì ïî îñíîâàíèþ 2.

2. ; ,
4

n nx n x
π πÊ ˆ+ -Á ˜Ë ¯

, 2, 1,0,1n nŒ π - -Z , ãäå

2
1

36
8 2 2 4

n

n
x n

π π π πÊ ˆ= + ± + -Á ˜Ë ¯.

3. ( )0; 1- . Óêàçàíèå.
Ðàññìîòðèòå óðàâíåíèå
êàê êâàäðàòíîå îòíîñè-
òåëüíî õ. Óñëîâèå íåî-
òðèöàòåëüíîñòè åãî äèñ-
êðèìèíàíòà äàåò äâà öå-
ëûõ çíà÷åíèÿ: ó = –1 è
ó = 0.

4. 
15

2
. Óêàçàíèå. Ïóñòü

MBNS x= , MLNS y=  (ðèñ.5). Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

NML AML

NLC ALC

S S

S S
=  è  BNM BCM

AMN ACM

S S

S S
= .

5. 
2 42

3
. Óêàçàíèå. Ïóñòü SH = h è ÀÂ = à (ðèñ.6), à R –

èñêîìûé ðàäèóñ. Òîãäà

2

a
BH =  è 2 3h a= .

Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ SHF
è SEH ñëåäóåò ðàâåíñòâî
îòíîøåíèé SH : HE =
= SF : HF, çíà÷èò,

2 24

6

h h a

a

+
= .

Ñëåäîâàòåëüíî, 42h =

è 2 7a = . Îñòàëîñü íàéòè ðàäèóñ ñôåðû, ñîâïàäàþùèé ñ ðà-
äèóñîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BSD.

6. 
3 1

arcsin
4

nπ
+

± + , n ŒZ .

Ïîñëå çàìåíû sint x= , ãäå 0 1t£ £ , èñõîäíîå óðàâíåíèå
ïðåîáðàçóåì â ñèñòåìó

2

2

4 8 4 1 0,

6 .

u tu t

u t t

Ï - - - =Ô
Ì

= +ÔÓ

Ïåðâîå óðàâíåíèå, êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî u, äàåò äâà óðàâ-

íåíèÿ: 
1

2
2

u t= + , 
1

2
u = -  (÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê èç âòî-

ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 0u ≥ ), òàê ÷òî 2 1
6 2

2
t t t+ = + , îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî 
1 3

sin
4

x
+

= .

Âàðèàíò 4

1. 
5 17

0;
2

Ê ˆ-
Á ˜Ë ¯

. 2. arcctg 2 2 nπ π+ + , n ŒZ .

3. 100 15050S = ; 40 81b = . Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì ïåðâûå ÷ëå-

íû è ðàçíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé { }na  è { }nb  ÷åðåç

1 1,a d  è 1 2,b d  ñîîòâåòñòâåííî. ×ëåíû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }nc  îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

ñèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 2 2a b+  è ðàçíîñòüþ ( )1 22 2d d d= + , à
÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè –

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ( )( )1 1a b- +  è
ðàçíîñòüþ ( )2d- . Ïîýòîìó ñóììà ïåðâûõ 40 ÷ëåíîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè { }nc  ðàâíà

( ) ( )1 3 39 2 4 40 20c c c c c c d+ + + + + + + =… … ,

îòêóäà d = 5.
Ñóììà ïåðâûõ 23 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }nc  ðàâíà

( ) ( )1 3 23 2 4 22c c c c c c+ + + + + + + =… … ( )1 1 11a b d- + - =–60,

îòêóäà 1 1 5a b+ = . Äàëüíåéøåå ÿñíî.

4. 4 10 2 15- . Óêàçàíèå. Ïóñòü Ah  è Ch  – ðàññòîÿíèÿ îò

òî÷êè À äî ïðÿìîé CD è îò òî÷êè Ñ äî ïðÿìîé AD ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ.7). Òîãäà

2

3
A

A C
C

AD h
h CD h AD

CD h
◊ = ◊ ¤ = = ,

ïîýòîìó
2 2

20
3 3

AD CD= = .

Äàëåå, èç ïîäîáèé
AMD ADBΔ Δ∼  è
ABC ACMΔ Δ∼  ñëåäóåò,

÷òî 
2AD AM AB= ◊ ,

2AC AM AB= ◊ , òàê ÷òî
òðåóãîëüíèê ACD – ðàâíî-
áåäðåííûé, AC AD= =

2
20

3
=  è CD = 20. Íàõî-

äèì åãî ïëîùàäü, ïîëóïåðè-
ìåòð, à çàòåì è ðàäèóñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ïî ôîð-
ìóëå

S
r

p
= .

5.
3 5 7

; 3 6; 9
2 2 2 2

π π π πÈ ˘ Ê ˘- - -ÁÍ ˙ ˙ËÎ ˚ ˚
∪ . Óêàçàíèå. Âîçìîæíû 3 ñëó-

÷àÿ:

1) 1 2x£ < ; òîãäà 
3

3 2
2

x a n
π

π+ = + , n ŒZ . Èç òîãî, ÷òî

0 a π£ £  è 1 2x£ < , ñëåäóåò, ÷òî n = 0. Èòàê, 
2 3

a
x

π
= - .

2) 2 3x£ < ; òîãäà àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì 
5

6 3

a
x

π
= - .

3) 3 x£ π£ ; ïîëó÷èì 
7

6 3

a
x

π
= - .

Îñòàåòñÿ âûïèñàòü çíà÷åíèÿ à èç óêàçàííîãî â óñëîâèè çàäà-
÷è ïðîìåæóòêà, äëÿ êîòîðûõ äàííîå óðàâíåíèå èìååò íå÷åò-
íîå ÷èñëî ðåøåíèé [ ]1;x πŒ . Óïðîñòèòü ýòîò îòáîð ïîçâîëÿåò
çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåòðà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå

8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ïðè 
3

; 3
2 2

a
π πÈ ˘Œ -Í ˙Î ˚

 ñó-

ùåñòâóþò òðè ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ, à

ïðè
5 7

6; 9
2 2

a
π πÊ ˘Œ - -Á ˙Ë ˚

– îäíî ðåøåíèå.

6. 32.
Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
AD è KN (ðèñ.9), î÷å-
âèäíî, ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè. Ïóñòü ýòà
ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ ÂÑ â òî÷êå

1A . Ïîñêîëüêó K ëåæèò
íà ãðàíè ÀÂÑ, òî 1A

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó

ÂÑ. Îáîçíà÷èì
KN

x
AD

= .

Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðå-
óãîëüíèêîâ 1KA N  è

1AA D , à òàêæå èç ñðàâ-
íåíèÿ ïëîùàäåé òðå-
óãîëüíèêîâ ñ îáùèì îñ-
íîâàíèåì ÂÑ ñëåäóåò,
÷òî

1

1

KBC

ABC

KN KA S
x

AD AA S
Δ

Δ
= = = .

Àíàëîãè÷íî, åñëè 
KM

y
BD

=  è 
KL

z
CD

= , òî

KAC

ABC

S
y

S
Δ

Δ
=  è KAB

ABC

S
z

S
Δ

Δ
= .

Ïîñêîëüêó òî÷êà K ïðèíàäëåæèò ãðàíè ÀÂÑ, ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

( )
1

KBC KAC KAB
ABC

x y z S S S
S

Δ Δ Δ
Δ

+ + = + + = 1ABC

ABC

S

S
Δ

Δ
= .

Ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ çàäà÷è:

( )2 AD KM BD KN AD BD◊ + ◊ = ◊ ¤
1

2

KM KN

BD AD
+ = ,

ò.å.
1

2
x y+ = . Çíà÷èò, 

1

2
z = . Èç ïàðàëëåëüíîñòè ñòîðîí ñëå-

äóþò ðàâåíñòâà ïàð óãëîâ

MKN ADB– = – , LKN ADC– = – , LKM BDC– = – .

Òîãäà ðàâíû òðåõãðàííûå óãëû DABC è KNML (ïî òðåì
ïëîñêèì óãëàì).
Èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå îáúåìîâ äâóõ òåòðàýäðîâ ñ ðàâíûìè
òðåõãðàííûìè óãëàìè ïðè âåðøèíå ðàâíî îòíîøåíèþ ïðîèç-
âåäåíèé äëèí ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû. Òàêèì îá-
ðàçîì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ çàäà÷è, íàõîäèì

1
64DABC

KNML

V DA DB DC

V KN KM KL xyz

◊ ◊
= = =

◊ ◊
,

à ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 
1

2
z =  ïîëó÷àåì è îòíîøåíèå ïëîùàäåé:

1
32ABD

KMN

S

S xy
Δ

Δ
= = .

Âàðèàíò 5

1. 
4 2

nπ π
+ , 

2

5

nπ
, 

2

9

nπ
, n ŒZ . 2. [ )1; 0- .

3. 5

3

1
log 3

2 3
- ; 5

3

1
log 4 3

3
. 4. 

2qs t

t

-
.

5.
5 7
;

3 3

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯
. Óêàçàíèå. Â ïåð-

âîì óðàâíåíèè âûïîëíèòå çà-
ìåíó t x y= -  è ðåøèòå ïî-
ëó÷åííîå óðàâíåíèå.
6. 8. Óêàçàíèå. Ïóñòü ÀÂ –
äèàìåòð, íà êîòîðîì ëåæèò
òî÷êà Í, à ÍÎ = õ (ðèñ.10).
Ïî ñâîéñòâó îòðåçêîâ õîðä,

( ) ( )LH HN R x R x◊ = - + . Íî
2MH LH HN= ◊ , îòêóäà
2 2 2 2 2MH MK x R x= - = - ,

ò.å. MK = R = 8.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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7. 
1
;

a

Ê ˆ+•Á ˜Ë ¯
 ïðè ( )2; 3a Œ ,

1
0;

a

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 ïðè ( ) ( )3; 2 2;a Œ +•∪ ,

∆  ïðè îñòàëüíûõ à.
Óêàçàíèå. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

( )

( )

2
2

2
2 2

log log 12 0
log log 2

a
a

ax a

-
<

-
.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
logvw u=  çíàê åå ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ

( ) ( )1 1u v- - , ïðèâîäèì íåðàâåíñòâî ê âèäó

( )

( )2

1 1 12 0
1 2 1

a
a

ax a

- - -
<

- - -
.

8. 5 6 3 .
Öåíòð Î ñôåðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà MNL, íàõîäèòñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ïëîñêî-
ñòè òðåóãîëüíèêà MNL, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñ-
òè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà MNL, ò.å. ÷åðåç ñåðåäèíó
ãèïîòåíóçû ML (ðèñ.11).

Ïóñòü OL = OP = R – ðàäèóñ ýòîé ñôåðû (Ð – òî÷êà åå êàñà-
íèÿ ñ ðåáðîì SK), ML = a, SH = h, SN = k. Òîãäà ïî öåïî÷-

êå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ èìååì: 2 2 2OL EL KE- + -

2 2OP PK- = , ò.å. 
2 2

2 2 23

4 4

a a
R R PK PK- + - = fi =

2

a
. Ïî

óñëîâèþ, : 1 : 2KP PS SK= fi =
3

2

a
.

Äàëåå: â SHKΔ   
9 1 5 6

2 3 56

a h
h a a= - = fi = .

Íàêîíåö,

 
2 2 9 1 17

2 4 2
k SK NK a a= - = - = =

= 
6 17 16 17

5 2 5 2

h
k hfi = .

Çàäàâàÿ ïî óñëîâèþ 17k = , íàõîäèì 
5 6

3
h SH= = .

Âàðèàíò 6

1. 1± . 2. 
1
;

4

È ˆ+•˜Í ¯Î
.  3. ( )2 1

10
n

π
+ , n ŒZ .  4. 10.   5. ( )2; 0 .

6. 2. Óêàçàíèå. Åñëè 0x  – êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî è

0

1

0

1

3 1

x
x

x

+
=

-
 – òîæå åãî êîðåíü, ïîñêîëüêó òîãäà 1

0

1

1

3 1

x
x

x

+
=

-

è 1

1

1

1

3 1

x
x a

x

+
+ =

-
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñëî

êîðíåé áûëî íå÷åòíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îäèí èç íèõ áûë

êîðíåì óðàâíåíèÿ
1

3 1

x
x

x

+
=

- ,

ò.å. ëèáî õ = 1, ëèáî 
1

3
x = - , äëÿ êîòîðûõ ëèáî à = 2, ëèáî

2

3
a = . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ à.

Âàðèàíò 7

1. 1± . 2. 2
3 4

n
π π

π- ± + , n ŒZ .  3. 16 5 . 4. [ )1; 2 .

5. 4. Óêàçàíèå. Ïóñòü õ è ó – ñêîðîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî
ñïîðòñìåíîâ. Òîãäà

10000 10000 50
,

3

800 10000 130
.

3

y x

x y x

Ï = +ÔÔ
Ì
Ô = -
Ô -Ó

Îòñþäà íàéäèòå õ è ó, à çàòåì è êîëè÷åñòâî îáãîíîâ.

6. 
1
; 2

2

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯
. Óêàçàíèå. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäó-

åò, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ( );M x y  äî òî÷åê
( )1; 1A = - - , ( )1; 11B  ðàâíî äëèíå îòðåçêà ÀÂ, à ýòî çíà÷èò,

÷òî Ì ëåæèò íà ýòîì îòðåçêå. Íî òîãäà ( )1 1y x+ = +
12

2
,

0 1 2x£ + £ .

7. 
35

π
. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñÿêîì ðàöèîíàëüíîì

p
x

q
=  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ( )1

p p
f f

q q

Ê ˆ
=Á ˜Ë ¯

, òàê ÷òî

( )
2 2

1
7 7

f f
Ê ˆ- = -Á ˜Ë ¯

, íî óñëîâèå ( )10f π= -  îçíà÷àåò, ÷òî

( )1
10

f
π

= - .

Âàðèàíò 8

1. 4. 2. 
3

sin
6

π
. 3. 

1
;

2

È ˆ+•˜Í ¯Î
. 4. 10 ÷.

5. 7. Óêàçàíèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ( )p x  ñóììà êîýôôèöèåíòîâ

ðàâíà ( )1p , à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí ( )0p .
6. 1:3. Óêàçàíèå. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ ÀÑ è BD. Äëÿ ýòîãî çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ýòèõ
ïðÿìûõ.

Âàðèàíò 9

1. ( )
1

1 2
6

n
n

π
π+- + , 2 kπ , ,k n ŒZ .

2. 150. Óêàçàíèå. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíà-
ëåé, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè îñíîâàíèé.

3. 
4
; 1

5

È ˆ
˜Í ¯Î

.

4. 
3

2 2
2

π
+ . Óêàçàíèå. Ñèñòåìà çàäàåò íà ïëîñêîñòè ( );x y

êðóãîâîé ñåêòîð, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â òî÷êå ( )2; 1 , ðà-

äèóñ ðàâåí 2 , à öåíòðàëüíûé óãîë ñîñòàâëÿåò 270°.

5. 26.
Åñëè íà êàæäîì èç N ñòàíêîâ âûòà÷èâàëè ïî õ äåòàëåé â
äåíü, òî ïîòîì ñòàëè âûòà÷èâàòü ïî 1,2õ. Ïîýòîìó õ äåëèòñÿ

íà 5, à Nx = 5850. Êðîìå òîãî, ( )4 1,2N x Nx- ◊ ≥ >
( )5 1,2N x> - ◊ , îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà 30 24N> ≥ . Íî

25850 2 3 5 13= ◊ ◊ ◊  äåëèòñÿ íà N. Çíà÷èò, N = 26.

6. 
7

2
π . Óêàçàíèå. Ïóñòü À – âåðøèíà êîíóñà, ÀÂ è ÀÑ –

äàííûå îáðàçóþùèå. Åñòü 2 âîçìîæíîñòè: 45BAC– = ∞  ëèáî

Ðèñ. 11
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 158

135BAC– = ∞ . Óãîë ðàçâåðòêè êîíóñà ðàâåí 2
r

l
γ π= , ãäå l –

äëèíà îáðàçóþùåé, à r – ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà. Âû÷èñëè-

òå îòíîøåíèå 
r

l
 äëÿ îáîèõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è ïîëó÷èòå îò-

âåò.

Âàðèàíò 10

1. { }
1

1 ; 1
2

∪
È ˘- Í ˙Î ˚

.   2. 
41 5

3;
4

È ˘-
-Í ˙
Í ˙Î ˚

.   3.  1; 
85

2
.

4. 5π . Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

cos 2 5cos 4 0, 2 , ,

15 5cos 0 10.

x x x n n

x x x

π π+ + = = + ŒÏ Ï
¤Ì Ì- - ≥ ≥Ó Ó

Z

Îòñþäà 2n ≥ , ïîýòîìó íàèìåíüøèé êîðåíü äàííîãî óðàâíå-
íèÿ ðàâåí 5x π= .
5. 0 ëèáî 3.

6. [ )
2
; 1 3;

3

È ˆ +•˜Í ¯Î
∪ . Óêàçàíèå. Â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò.å.

ïðè x > 0, 1x π , ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå ïåðåõîäû:

( )1 1

3 3

1 2

log log 2 3
x x

x x
+ +

£ ¤
+

( )

( )

2

1 1

3 3

1 1

3 3

log 2 3 log

0
log log 2 3

x x

x x

x x

x x

+ +

+ +

+ -

¤ £
◊ +

( )

( ) ( )

2

2

2
2 3

3
0

2
1 2 2

3

x x x

x x x

Ê ˆ- + -Á ˜Ë ¯
¤ £

Ê ˆ- - +Á ˜Ë ¯

.

7. [ ]1; 5- .
Ïóñòü y = x + a, òîãäà äàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

2 2 2 2 3y y a- + - + £ .

Ðàñêðûâàÿ ïåðâûé èç ìîäóëåé, çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â
âèäå ñèñòåìû

2 3 2 2 2 ,

2 3 2 2 2 ,

y y a

y y a

- £ - - +ÏÔ
Ì

- ≥ - + - +ÔÓ
èëè

1 2 2 2 5 2 2 2y a y y a- + - + £ £ - - + .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ ó íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷å-
íèé, âûõîäÿùèõ çà ïðåäåëû îòðåçêà [ ]1; 5- . Ïîêàæåì, ÷òî
èñêîìûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ âåñü ýòîò îòðåçîê. Äîñòàòî÷íî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ó = –1 ïîëó÷àåì èç ðàâåíñòâà –1 – 2à + 2 = 0, ò.å.

ïðè 
1

2
a = . Àíàëîãè÷-

íî, ó = 5 ïîëó÷àåòñÿ

ïðè 5 – 2à + 2 = 0, ò.å.

äëÿ 
7

2
a = .

8. 
12

5
. Óêàçàíèå. Âû-

÷èñëèòå äâóìÿ ñïîñîáà-
ìè îáúåì V ïèðàìèäû
SABC. Ïóñòü h — èñ-
êîìàÿ âåëè÷èíà, òîãäà

1 1

3 3
ASC ABCV hS SD S= = ◊  (ðèñ.12). Íàéäèòå SD è ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà ASC  (äëÿ ÷åãî íàéäèòå åãî âûñîòó SE).

Âàðèàíò 11

1. 0, 1, 2, 3± ± + .    2. 240.    3. ( )
3
; 0 3;

4

Ê ˆ- +•Á ˜Ë ¯
∪ .    4. 2π .

Ðèñ. 12

5. 2
2

n
π

π+ , n ŒZ . Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû tg
2

t
v =  óðàâ-

íåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 3 23 2 2 0v v v- + - = , èëè

( ) ( )21 3 2 0v v v- + + = .

6. 2; 
2

tg
5

π
. Óêàçàíèå. Ïóñòü ÀÑ = õ, CD = l. Ïî ñâîéñòâó

áèññåêòðèñû, ( )2 2 2 2 4l x x= - - = , ò.å. l = 2.
7. 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. Óêàçàíèå. Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñè-
òåëüíî õ îòðèöàòåëåí ïðè âñåõ õ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí.

Âàðèàíò 12

1. ( )
9

4 1
8

k
π

+ , k ŒZ . Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñ-

òåìå

1

9

1

9

log sin 4 0,

2
log ctg 0.

9

x

x

=Ï
ÔÔ
Ì

=Ô
ÔÓ

2. 18.
3. 962500 ðóá. Óêàçàíèå. Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 1000 íà 13 äå-
ëÿòñÿ 76 ÷èñåë, íà 5 äåëÿòñÿ 200 ÷èñåë, à íà 5 è 13 îäíîâðå-
ìåííî äåëÿòñÿ 15 ÷èñåë.

4. 
7 7 34 34

1 23; ; ; 4
2 2 3 3

Ê ˘ È ˆÈ ˆ- - - - ˙ Í˜ Á ˜Í ¯Î Ë ¯˙ Í˚ Î
∪ ∪ .

Óêàçàíèå. Ïåðåõîäÿ ê îñíîâàíèþ 5 2 1a = - < , èìååì

( ) ( )2log 4 log 2 7 log 6a a ax x x x- + + ≥ + - ¤

( ) 24 2 7 6,

7
4 0, .

2

x x x x

x x

Ï - ◊ + £ + -
Ô¤ Ì

- > π -Ô
Ó

5. 2 3 4+ , 2 3 4+ , 4 3 6+ .
Òàê êàê K, M, N – òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òî ÂÌ = BN, AN = AK, CM = CK
(ðèñ.13). Èç AK = CK ñëåäóåò, ÷òî ÀÂ = ÂÑ, à â òðåóãîëüíè-
êå KMN 75N M– = – = ∞ , 30K– = ∞ .

Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îïèñàí-
íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà KNM. Ïóñòü R – åå ðàäèóñ, òîãäà

2 sin 30MN R R= ∞ = , ( )2 sin 75 3 1
2

R
MK NK R= = ∞ = + .

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâåäåíèå MN MK NK◊ ◊ , íàõîäèì, ÷òî

3R = , 3MN = , 
( )3 3 1

2
MK NK

+
= = .

Óãîë ANK, êàê óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ðàâåí óãëó
NMK, òàê ÷òî 75ANK AKN– = – = ∞ , ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè
ANK è KNM ïîäîáíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

AK KN

KN NM
= , è 2 3 3AK = + ,

çíà÷èò, 2 6 4 3AC AK= = + .
Íàêîíåö, èç ïîäîáèÿ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è

Ðèñ. 13



NBM âûòåêàåò ðàâåíñòâî

AN BN AC

BN NM

+
= , îòêóäà BN = 1.

Òàêèì îáðàçîì, 2 3 4AB BC AN BN= = + = + .

6. 
2
; 1

3

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯
, 21

1 ; 1
1

l l
l

Ê ˆ- - + -Á ˜Ë ¯-
, 21

1 ; 1
2

l l
l

Ê ˆ- + + -Á ˜Ë ¯+
,

l ŒZ , 5, 2, 1, 4l π - - .

Óêàçàíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

( )
2 2

cos 1,

2 0, 2 21,

1 1 0,

y

y y

y x x x

πÏ =
ÔÔ + π + πÌ
Ô

+ - + + =ÔÓ

¤
( ) ( )2

, 2, 23, 19,

1 1 2 1 0.

y k k

k x k x k

= Œ π - -ÏÔ
Ì

- + + + + =ÔÓ

Z

Ïðè k = 1 èìååì 
2

3
x = - , ò.å. 

2
; 1

3

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯
 – ðåøåíèå.

Ïðè 1k π  êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì öåëîãî ÷èñëà:

24 5D k m= + = , m ŒZ .

Ñëåäîâàòåëüíî, m = 2l + 1, ò.å.

2 1k l l= + - , l ŒZ .

Íåðàâåíñòâî 1k π  ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ 1, 2l π - . Ó÷òåì
òåïåðü, êàê âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé l óñëîâèÿ

2k π - , 23k π - , 19k π . Ïåðâûå äâà èç íèõ âûïîëíåíû âñå-
ãäà, à óñëîâèå

19 4, 5k lπ ¤ π - .

Îñòàëîñü íàéòè ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ èç ïîñëåäíåé
ñèñòåìû è çàïèñàòü îòâåò.
7. ( )0; 16π . Óêàçàíèå. ×èñëèòåëü äðîáè èç ëåâîé ÷àñòè äàííî-
ãî âûðàæåíèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëåí, à çíàìåíàòåëü íåîòðèöàòå-
ëåí. Òàêèì îáðàçîì, íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çàäàííîå íåðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî âñåãäà ïðè óñëîâèè íåîáðàùåíèÿ â íîëü
çíàìåíàòåëÿ, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

22 4,

14 4,

4,

9 128 9 5 0.

y x

y x

x

x x y

- £ - £Ï
Ô- £ + £ÔÔ
Ì π
Ô
Ô - + + + πÔÓ

Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà
çàäàþò íà ïëîñêîñòè
( );x y  ïðÿìîóãîëüíèê
(ðèñ.14) ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ ( )0;4A ,

( )9; 5B - - , ( )4; 18C -  è
( )13; 9D - , ñòîðîíû êî-

òîðîãî íàêëîíåíû ïîä
óãëîì 45∞  ê îñÿì êîîð-
äèíàò. Ïîñëåäíèå æå
äâà íåðàâåíñòâà ñîîò-
âåòñòâóþò «ðàçðåçó» ïî
îòðåçêó ïðÿìîé ÅÑ
(çäåñü ( )4;0E ) è «âû-
êîëîòîé» òî÷êå

( )72 2 97; 5M - - - .

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò
ðàññìîòðåòü êðóãè, ðàñ-

ïîëîæåííûå â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑÅ è íå ñîäåðæàùèå
òî÷êó Ì, è êðóãè, öåëèêîì ñîäåðæàùèåñÿ â òðåóãîëüíèêå
CDE.

Âàðèàíò 13

1. [ )1;+• .   2. ( ]; 2-• - .   3. –3.   4. ;
2 2

π π
- .   5. 6; 8; 10; 12.

6. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2;3 ; 3;2 ; 3;3 ; 4;3 ; 5;4 . Óêàçàíèå. Èç ïåðâîãî íåðà-

âåíñòâà äàííîé ñèñòåìû ñëåäóþò îöåíêè

3 5,

4 5.

x

y

Ï - <Ô
Ì

- <ÔÓ

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 1 5x£ £  è 2 6y£ £ .
Âòîðîå íåðàâåíñòâî äàåò

11

4

x
y

+
£ , 4 11x y≥ - ,

îòêóäà

2 4y£ £ .

Òåïåðü âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ìîæ-
íî íàéòè ïåðåáîðîì.

7. 90 3 .

8. ( ]
5 4

; 1 ;
4 3

Ï ¸ È ˆ-• +•Ì ˝ ˜Í ¯ÎÓ ˛
∪ ∪ . Óêàçàíèå. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè èñ-

õîäíîãî óðàâíåíèÿ íà 4 0x
π , ïåðåéäåì ê ïåðåìåííîé

3
0

2

x

t
Ê ˆ= >Á ˜Ë ¯ . Çàâèñèìîñòü t îò õ ñòðîãî ìîíîòîííà, ïîýòîìó

êàæäîìó t > 0 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíî çíà÷åíèå õ. Òàêèì
îáðàçîì, íàäî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ â îáëàñòè
t > 0 óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )23 4 2 3 1 0a t a t a- - - - - =

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ (ïðè
4

3
a π ): 1 1t =  è 2

1

3 4

a
t

a

-
=

-
. Ñëó÷àé 

4

3
a =  î÷åâèäåí.

Âàðèàíò 14

1. 3± . 2. ( ] ( )2; 1 log 11;-• +•∪ .

3. 2
12

k
π π- + , 

11
2

12
n

π
π- + , ,k n ŒZ .

4. 
5

arccos
8 2

π
+ ; 

22
4

13
. Óêàçàíèå. Ïóñòü BM AD^ ,

CK BM^  (ðèñ.15), AB = AC = BD = x. Íàéäèòå BK, à çà-
òåì ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé
Ïèôàãîðà.
5. 5. Óêàçàíèå. Ïóñòü u è v –
ñêîðîñòè ÷åðåïàõè è Àõèëëà
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå â
ïåðâîé èãðå ÷åðåïàõà äâèãà-
ëàñü ð ìèíóò, âî âòîðîé – q
ìèíóò, à Àõèëë – r è s ìèíóò
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

50 ,

15,

3
,

2

10 .

v u

p r

q s

pu rv u v uq vs

=Ï
Ô + ≥ÔÔ
Ì

+ £Ô
Ô

+ + + = +ÔÓ
Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâà ýòîé ñèñòåìû íà ñàìîì äåëå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâàìè.
6. 0 2a< £ . Óêàçàíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó sint x= , ïðèõî-
äèì ê òàêîé ïåðåôîðìóëèðîâêå çàäà÷è: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

à óðàâíåíèå 
4

4 2

t a
y

a t

+
=

-
 èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [ ]1; 1-  äëÿ

ëþáîãî [ ]0; 1y Œ ?

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì 2t a= -

( )
( )

9

2 2

a
f y

y
- =

+
. ßñíî, ÷òî 0a π . Ïðè 0a π  ôóíêöèÿ

Ðèñ. 14
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Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 160

( )

9
2

2 2y
-

+
 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [ ]0; 1 , à t ïðè

ýòîì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò ( )0
4

a
f = -  äî ( )1

2

a
f = . Óñëîâèå

1t £  îçíà÷àåò, ÷òî 1
4

a
£ , 1

2

a
£ .

Âàðèàíò 15

1. ( ) ( ]; 1 1; 5-• - -∪ . 2. 
1 3

, arccos 2 , ,
4 2 2

n
k n k

π π
π

-
+ ± + ŒZ .

3. 
3 5

2

- +
. Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû y = x + 2 óðàâíåíèå

ïðèíèìàåò âèä
21 1y y y y- + - = ,

îòêóäà

( )
2

2 1 1 ,

1,

y y y y

y y y

Ï - = - -Ô
Ì
Ô ≥ -Ó

 èëè ( )
2

2 1 0,

1.

y y

y

Ï
- - =Ô

Ì
Ô ≥Ó

Îòñþäà 
1 5

2
y

+
= , ò.å. 

3 5

2
x

- +
= .

4. 5%.

5. 
1 1 1 1
; ;

3 4 6 10

Ê ˆ Ê ˆ- - - -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
∪ . Óêàçàíèå. Çàìåíà

( )4 1
log 6 2xt x

+
= +  ïðèâîäèò  ê íåðàâåíñòâó

0 11
0

1.

t
t

tt

< <È
- < ¤ Í < -Î

6. 
7 11

; ; ;
6 3 12 12

π π π π
 ëèáî 

2 5
; ; ;

2 3 6

π π πα α- , ãäå

3
arccos

2 4 3
α =

-
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî îáîçíà÷àÿ âåðøèíû, ïîëó÷àåì òðè ðàçëè÷-
íûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà: ABCD, ACBD è ABDC (äðóãèå îòëè-
÷àþòñÿ ëèøü íàïðàâëåíèåì ïåðå÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
èäóùèõ âåðøèí).
à) Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD (ðèñ.16,à). Ïóñòü Å –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è ÂÑ. Òîãäà òðåóãîëüíèêè

AEB è CED ïðÿìîóãîëüíûå, òàê êàê 
2

BAD ABC
π

– + – = .

Ïîýòîìó sin 3
6

BE AB
π

= = , cos 3
6

AE AB
π

= = .

Ñëåäîâàòåëüíî, 2 3CE BE BC= - = - , DE = AE – AD = 1.

Èç òðåóãîëüíèêà CED èìååì tg 2 3CDE– = - , ò.å.

( )arctg 2 3
12

CDE
π

– = - = .

Òåïåðü íàõîäèì óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD:

11

12
ADC CDE

π
π– = - – = , 

7

12
BCD

π
– = .

á) Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ADBC (ðèñ.16,á) èç òðåóãîëüíèêà
ABD ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ïîëó÷àåì, ÷òî BD = 2, ñëåäîâà-
òåëüíî, òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó

6
ABD

π
– = , òàê ÷òî 

2

3
ADB

π
– = , 

2
DBC

π
– = .

Èç òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ íàõîäèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíó-

ñîâ, ÷òî 2 4 3AC = - . Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

CBD ñëåäóåò ( )2 4 5 2 3CD = - .

Ïóñòü CADα = – , òîãäà èç òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëü-

íèêà ACD èìååì
3

cos
2 4 3

α =
-

.

Îñòàëîñü íàéòè ïîñëåäíèé èç óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
â) Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABDC (ðèñ.16,â) ïðÿìûå AD è ÂÑ
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Å, ïîä
ïðÿìûì óãëîì. Òàê æå, êàê â ï. à), íàõîäèì 2 3AE = ¥

cos 3
6

π
¥ = . Íî ïî óñëîâèþ AD = 2, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà D

çàíèìàåò ïîëîæåíèå D¢ , òàê ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABDC íå
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, ò.å. íå îòâå÷àåò óñëîâèþ çàäà÷è.

7. 12 2 . Óêàçàíèå. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

( ) ( )
2 2

4xy x y x y= + - - , ( ) ( ) ( )
2 22 22 x y x y x y+ = + + - ,

ïðåîáðàçóéòå èñõîäíîå âûðàæåíèå ê âèäó

( ) ( )
2 22 2 4p p x yÊ ˆ- + - +Ë ¯ ( ) ( )

2 22 2 4 0p p x yÊ ˆ+ + - - =Ë ¯ ,

îòêóäà

( )

( )

2

2

2

2

2 4

2 4

2 4

2 4 .

x y p p

x y p p

x y p p

x y p p

È + = - +
Í
Í + = - - +
Í¤
Í - = + +
Í
Í - = - + +Î

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ð óðàâíåíèÿ ýòîé ñîâîêóïíîñòè çàäàþò
÷åòûðå ïðÿìûå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ( );x y . Ïîñêîëüêó

( )
22 2 4 1 3 3p p p- + = - + ≥ , ( )

22 2 4 1 3 3p p p+ + = + + ≥ ,

óêàçàííûå ïðÿìûå íå ïðîõîäÿò òîëüêî ÷åðåç òî÷êè îáëàñòè,
îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

3,

3,

x y

x y

+ <ÏÔ
Ì

- <ÔÓ
çàäàþùåé âíóòðåííîñòü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 3 2 .

Âàðèàíò 16

1. Ìîæíî. Ñ 8 ðóá. 50 êîï. ïî 16 ðóá. 00 êîï. âêëþ÷èòåëüíî.

2. ( )5; +• . 3. (0; 0). 4. 1 2 nπ+ , n ŒZ .

5. 69 ðóá. 43 êîï.
Ïóñòü èñòèííàÿ ñäà÷à ñîñòàâëÿëà ñóììó 100õ + ó (êîï.), ãäå

õ, ó – íàòóðàëüíûå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [ ]1; 99 . Òîãäà âû-

äàííàÿ êàññèðîì ñäà÷à áûëà ðàâíà 100ó + õ (êîï.). Èç óñëî-
âèÿ ñëåäóåò óðàâíåíèå

100y + x = 140 + 300x + 3y.

Ïîñêîëüêó 43 3 40 337y£ + £ , ñðàâíèâàÿ êîëè÷åñòâî åäèíèö
è ñîòåí â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê ÷åòûðåì âîç-
ìîæíûì ñëó÷àÿì:

1) 
3 40,

3 1;

x y

y x

= +Ï
Ì = +Ó

2) 
100 3 40,

1 3 1;

x y

y x

+ = +Ï
Ì - = +Ó

3) 
200 3 40,

2 3 1;

x y

y x

+ = +Ï
Ì - = +Ó

4) 
300 3 40,

3 3 1.

x y

y x

+ = +Ï
Ì - = +Ó

Ïåðâûå òðè ñèñòåìû íå èìåþò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ. Ðåøåíèåì ïîñëåäíåé ÿâëÿåòñÿ ïàðà õ = 31, ó = 97.
Èòàê, èñòèííàÿ ñäà÷à ñîñòàâëÿëà 31 ðóá. 97 êîï., òàê ÷òî îá-
ùàÿ ñóììà ïîêóïîê ðàâíà 100 ðóá. – 31 ðóá. 97 êîï. +
+ 1 ðóá. 40 êîï. = 69 ðóá. 43 êîï.
6. 0a ≥ . Óêàçàíèå. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t =

2

1
log 2

x

Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯ . Çäåñü 0 < x < 2. Ïðè óñëîâèè çàäà÷è 
1

3
x <

èìååì t > 0.

Ðèñ. 16



Èòàê, íóæíî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî
b > 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ

2a
t b

t
= - , èëè 2 2 0t bt a- - = .

Åñëè a > 0, äèñêðèìèíàíò 2 8D b a= +  êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ ïîëîæèòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ,
êîòîðûå èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè ïðè ëþáîì b.
Åñëè à = 0, òî óðàâíåíèå èìååò êîðíè t = 0 è t = b, âòîðîé èç
êîòîðûõ ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b > 0.
Ïóñòü a < 0. Òîãäà âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïîëîæèòåëüíîå
çíà÷åíèå b òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî D < 0 è
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íå èìåëî ðåøåíèé.
Èòàê, îòâåòîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0a ≥ .
7. Óêàçàíèå. Âûïóñòèì íà òðàññó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå À
êîëüöåâîé äîðîãè ìàøèíó ñî 150 ë áåíçèíà. Ïóñòü íà âñåõ
ïóíêòàõ çàïðàâêè ýòà ìàøèíà çàáèðàåò âåñü èìåþùèéñÿ áåí-
çèí. Ñîâåðøèâ ïîëíûé êðóã, ìàøèíà âåðíåòñÿ â òî÷êó À ñî
150 ë áåíçèíà. Ïðîñëåäèì òåïåðü, â êàêîé òî÷êå òðàññû çàïàñ
áåíçèíà â ìàøèíå áûë ìèíèìàëåí. Ýòî áóäåò â îäíîì èç ïóí-
êòîâ çàïðàâêè. Åñëè ÿâèòüñÿ ê ýòîìó ïóíêòó ñ ïóñòûì áàêîì,
çàëèòü èìåþùèåñÿ 30 ë è îòïðàâèòüñÿ â ïóòü, òî çàâåäîìî
óäàñòñÿ ïðîåõàòü âåñü ìàðøðóò (óáåäèòåñü â ýòîì).

Âàðèàíò 17

1. 0; 4. 2. 
1

2
± .    3. 2.     4. 

11

3
.    5. 

1 17
4;

2

Ê ˆ+
-Á ˜Ë ¯

.

6. 20; 18000. Óêàçàíèå. Åñëè ãðóïïà øêîëüíèêîâ ñîñòîÿëà èç
n ÷åëîâåê, à âçíîñ êàæäîãî ñîñòàâèë m ðóáëåé, òî

( ) ( )100 2mn m n= + - ,

îòêóäà

m = 50n – 100.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ öåíû ìóçûêàëüíîãî öåíòðà ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî

( )17000 50 100 19500n n< - < ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî n = 20.

Âàðèàíò 18

1. 126. 2. [ )
3 3 3
; 1; 0 0;

2 2 2

Ê ˆ Ê ˆ
- - -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

∪ ∪ .

3. 
1

2
.  Óêàçàíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

2 2

2

8 2 1 2 5 2 0,

2 5 2 0,5

x x x x

x x

Ï - - + - + £Ô ¤Ì
- + <ÔÓ

2

2

8 2 1 0,

2 5 2 0.

x x

x x

Ï - - =Ô
Ì

- + =ÔÓ

4. 4 3 .
5. Óòâåðæäåíèå âåðíî. Óêàçàíèå. Ââîäÿ ïåðåìåííóþ

sint x= , [ ]1; 1t Œ - , íàõîäèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äàííîé

ôóíêöèè: 
17

4
8

y- £ £ .

6. 20%.

7. 
2

π
; 

2
arccos

3
.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèíû S ïèðàìèäû
– S¢  è S¢¢  (ðèñ.17,à è 17,á).
Ïóñòü âûñîòà ïèðàìèäû ðàâíà h, òîãäà äëèíà ðåáðà êóáà ðàâ-
íà 2h.
1) Òî÷êà S¢  íàõîäèòñÿ âíóòðè êóáà ABCDA B C D¢ ¢ ¢ ¢ ; î÷åâèä-
íî, S¢  – öåíòð êóáà (ñì. ðèñ.17,à). Ïðîâåäåì ÷åðåç S¢  ïðÿ-

ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ A B¢ . Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ðåáðà A D¢ ¢
è ÂÑ â èõ ñåðåäèíàõ – òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë
ìåæäó AS¢  è KL, âåëè÷èíó êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç α , –
èñêîìûé.
Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå AS¢  è KL îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü, â
êîòîðîé íàõîäèòñÿ òðåóãîëüíèê AKL. Èç âûøåñêàçàííîãî
ñëåäóåò KS LS=¢ ¢ . Êðîìå òîãî, AK = AL, òàê êàê òðåóãîëü-
íèêè AA K¢  è ABL ðàâíû. Ïîýòîìó AS KL^¢  êàê ìåäèàíà,
ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ò.å.

2

πα = .

2) Òî÷êà S¢¢  íàõîäèòñÿ âíå êóáà (ñì. ðèñ.17,á). Ðåøèì çàäà-
÷ó äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ êîîðäèíàòíî-âåêòîðíûì ìåòîäîì.
Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå
A¢  è ñ îñÿìè, íàïðàâëåííûìè ïî ðåáðàì A B¢ ¢ , A D¢ ¢  è
A A¢ . Òîãäà èíòåðåñóþùèå íàñ òî÷êè èìåþò òàêèå êîîðäèíà-

òû: A¢ ( )0; 0; 0 , ( )2 ; 0; 2B h h , ( )0; 0; 2A h , ( ); ; 3S h h h¢¢ . Íàõî-

äèì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ: ( )2 ; 0; 2A B h h=¢
������

, ( ); ;AS h h h=¢¢
������

.

Åñëè α  – âåëè÷èíà óãëà ìåæäó A B¢
������

 è AS¢¢
������

, òî, èñïîëüçóÿ

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, èìååì

( ) 2 2

2 2 2 2 2

2 2 4 2
cos

32 2 34 4

A B AS h h

A B AS h h h h h
α

◊¢ ¢¢ +
= = = =

¢ ¢¢ + + +

������ ������

������ ������ .

8. 
3 3

; ;
2 2

Ê ˆ Ê ˆ
-• - +•Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

∪ . Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó

( ) ( ) ( )
22 2

3 2 3x y- + + = ,

ñóùåñòâóåò ÷èñëî ϕ  òàêîå, ÷òî

3 3 cosx ϕ- = , 2 3 siny ϕ+ = , [ )0; 2ϕ πŒ .

Íî òîãäà

2 3 10ax y- - = ( ) ( )3 2 cos 3sin 6 4a a Uϕ ϕ ϕ- + - = .

Íóæíî èññëåäîâàòü ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíè-

ìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ( )U ϕ . Ðàññìîòðèì ëèøü ñëàãàåìûå, çà-

âèñÿùèå îò ϕ , è ïðåîáðàçóåì èõ ñóììó:

( ) ( )23 2 cos 3sin 3 4 9 cosa aϕ ϕ ϕ α- = + + ,

ãäå α  – íåêîòîðîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå èç ðàâåíñòâ

2

2
cos

4 9

a

a
α =

+
, 

2

3
sin

4 9a
α =

+
.

Íî òîãäà

2

max min 2 3 4 9U U a- = + .

Îñòàëîñü íàéòè òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à.
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Ôèçèêà

Физический факультет

1. Èçìåíåíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ ïîäâåñà, ïîñëå òîãî êàê ñòåð-
æåíü êîñíåòñÿ ïîâåðõíîñòè âîäû, îáóñëîâëåíî äåéñòâèåì ñèë
ñî ñòîðîíû âîäû íà ñòåðæåíü. Ïîñêîëüêó äèàìåòð ñòåðæíÿ

ðàâåí 2
M

d
Lπρ

= , òîëùèíà çàçîðà ìåæäó ñòåíêàìè öèëèíäðà

è ñòåðæíåì ñîñòàâëÿåò ( )0,5 0,1416 ììD dδ = - ª  (îñè ñòåð-
æíÿ è öèëèíäðà ñîâïàäàþò) è âûñîòà ñòîëáà âîäû, îòñ÷èòû-
âàåìàÿ îò íèæíåãî îñíîâàíèÿ ñòåðæíÿ, ïðè çàäàííîé òîëùèíå
ñëîÿ âîäû ìåæäó íèæíèì îñíîâàíèåì ñòåðæíÿ è äíîì öèëèí-
äðà (áåç ó÷åòà êàïèëëÿðíûõ ÿâëåíèè) ðàâíà

( )

( )

2

"

2 2

0,25
1,238 ì

0,25

m D h
H

D d

ρ π

π

-
= ª

-
,

ãäå 3

"
1 ã “ìρ = – ïëîòíîñòü âîäû. Òàê êàê â óñëîâèè çàäà÷è

íå îãîâîðåíî èíîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öèëèíäð ïîêîèòñÿ îò-
íîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà è ýòó ñèñòåìó ìîæ-
íî ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé. Òîãäà ñèëà íàòÿæåíèÿ ïîäâåñà
(ñ÷èòàÿ âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíîé

29,81 ì “g = ) óìåíüøèòñÿ, áåç ó÷åòà ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ, íà âåëè÷èíó

2

2 "

" 2

4
0,25

4

m D h
F d gH Mg

D L M

π ρΔ π ρ
π ρ

-
= = ª

-
0,9448 46,34 HMg ª .

Êàê èçâåñòíî, äàâëåíèå ïîä èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòüþ æèä-
êîñòè çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðè óñ-
ëîâèè ñìà÷èâàíèÿ ñòåíîê ìåíüøå (à íåñìà÷èâàíèÿ – áîëüøå)
äàâëåíèÿ íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðè òåõ æå âíåøíèõ óñ-
ëîâèÿõ íà âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé Ëàïëàñà:

( )1 21 1p R RΔ σ= + , ãäå 1R  è 2R  – òàê íàçûâàåìûå ãëàâíûå
ðàäèóñû êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, à σ  – êîýôôèöèåíò ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè ïîëíîì
ñìà÷èâàíèè èëè íåñìà÷èâàíèè öèëèíäðà è ñòåðæíÿ 1 2R δ= ,
à 2 2R Dª . Ïîñêîëüêó D δ� , ìàêñèìàëüíàÿ ïîïðàâêà íà
èçìåíåíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ ïîäâåñà, îáóñëîâëåííàÿ äåéñòâèåì
ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ïðè çàäàííîì ïîãðóæåíèè öè-
ëèíäðà äîëæíà áûòü ðàâíà

( ) ( )

2

C

2 2
3,92 H

4 2

d M
F

LD M L

σ π σ
δ ρπρ

= = ª

(êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ âîäû ïðè òåìïåðà-
òóðå 20 Ct = ∞  è äàâëåíèè ð = 760 ìì ðò. ñò. ðàâåí

0,0728 m ìσ ª ). Â ýòîì ðàñ÷åòå ìû íå ó÷èòûâàëè ñèëó, ñ
êîòîðîé íà öèëèíäð äåéñòâóåò âåðõíÿÿ êðîìêà æèäêîñòè: ïðè
ñìà÷èâàíèè – âíèç, à ïðè íåñìà÷èâàíèè – ââåðõ. ×èòàòåëü
ìîæåò óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî âåëè÷èíà ýòîé ñèëû ñî-
ñòàâëÿåò äîëþ 2δ/d îò âåëè÷èíû C

F , ò.å. ïðèáëèçèòåëüíî
0,4%.
Èòàê, â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ñìà÷èâàíèÿ öèëèíäðà è ñòåð-
æíÿ âîäîé ñèëà íàòÿæåíèÿ ïîäâåñà ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íà
ëþáóþ âåëè÷èíó îò C

42,4 mF FΔ - ª  äî 49,05 HMg ª  (íèòü
íå ìîæåò äàâèòü íà ñòåðæåíü). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåîáõîäè-
ìî ñ÷èòàòü, ÷òî 1 2R δ> , ò.å. ìîäóëü êîñèíóñà êðàåâîãî óãëà
îòëè÷åí îò åäèíèöû.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è áûëî íåîá-
õîäèìî ïðàâèëüíî âûáðàòü òî÷íîñòü ÷èñëîâûõ ðàñ÷åòîâ.
2. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ãðóç áóäåò äâèãàòüñÿ ïî-
ñòóïàòåëüíî âäîëü îñè ñòåðæíÿ. Ïîýòîìó ïîëîæåíèå ãðóçà áó-
äåì îïðåäåëÿòü âäîëü îñè X, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ ñòåðæíÿ è
íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé ñòåíêè. Íà÷àëî
îòñ÷åòà âäîëü ýòîé îñè ñîâìåñòèì ñ ïîëîæåíèåì öåíòðà ìàññ
ãðóçà, êîòîðóþ îí èìåë ïðè 0t £ . Ïîñêîëüêó äî íà÷àëà äâè-
æåíèÿ ïðàâîé ñòåíêè ïðóæèíû íå áûëè äåôîðìèðîâàíû,
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà îñü ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî èíåð-
öèàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ. Òîãäà ïðè 0 t τ< £ , ãäå L vτ = ,

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ãðóçà áóäåò èìåòü âèä

( )mx kx k vt x= - + -¢¢ ,

ãäå m – ìàññà ãðóçà, à õ – ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ (èëè ëþáîé
äðóãîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè) ãðóçà ê ìîìåíòó âðåìåíè t.
Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå íóæíî ðåøèòü ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

( ) ( ) ( )0 0 0 0x x x= = =¢ ¢¢ , òàê êàê ïðè t = 0 ïî óñëîâèþ çàäà÷è
ïðóæèíû íå äåôîðìèðîâàíû. Îáîçíà÷èâ x y=¢ , ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

2my ky kv= - +¢¢ .

Ïîñêîëüêó k è v íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ äîëæíî èìåòü âèä

( )0 cosy y t Cω ϕ= + + ,

ãäå 2k mω = . Èç óñëîâèé 0 cos 0y Cϕ + =  è 0 sin 0y ω ϕ- =

ïîëó÷àåì 0ϕ =  è 0y C= - . Ñëåäîâàòåëüíî, C = 0,5v, à

( ) ( )0,5 1 cosx t v tω= -¢ .

Ïðè t τ=  ïî óñëîâèþ çàäà÷è ( )x vτ =¢ , ïîýòîìó

ω
2k L

m v
στ π= = ,

îòêóäà
2

2 2

2kL
m

vπ
= .

3. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó, ïî-
ëàãàÿ, ÷òî ïëîñêîñòü ïîêîèò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëü-
íîãî íàáëþäàòåëÿ, ðàçìåðû
òåëà äîñòàòî÷íî ìàëû, à
âëèÿíèåì âîçäóõà íà äâèæå-
íèå òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 18. Òîãäà óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ òåëà ìàññîé m â ïðî-
åêöèÿõ íà îñè âûáðàííîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

2! cosx
x x

v
mx mv F mg

v
μ α= = = -¢¢ ¢ ,

2!
siny ymy mv mg Fα= = + =¢¢ ¢ sin cos

yv
mg mg

v
α μ α- ,

ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, 2! iF  – ïðîåêöèÿ ñèëû

òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îñü, 2 2

x yv v v= + .

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè dt ïðèðàùåíèå 

ydv  ðàâíî

( )sin cosy

y

v v gdt
dv

v

α μ α-
= ,

à ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ñîñòàâëÿåò
2

*
2

mv
dW d mvdv

Ê ˆ
= = =Á ˜Ë ¯

( ) ( )sin cosymgv dt mgv dtα μ α- ,

îòêóäà

( )sin cosyv v gdt
dv

v

α μ α-
= .

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå äëÿ ydv  íà sin α , à óðàâíåíèå äëÿ dv íà
cosμ α  è ñêëàäûâàÿ ýòè ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì

( ) ( )2 2 2cos sin sin cosy

d
v v g

dt
μ α α α μ α+ = - .

Ïîñêîëüêó ïðè t = 0 òåëî èìåëî 0v v=  è 0yv = , èç ïîëó÷åí-
íîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

cos sinyv vμ α α+ = ( )2 2 2

0 cos sin cosv gtμ α α μ α+ - .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ìîìåíò îñòàíîâêè ñêîðîñòü òåëà îá-
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ðàùàåòñÿ â íîëü, íàõîäèì âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà:

( )
0

%“2 2 2tg cos

v
t

g

μ
μ α α

=
-

.

4. Êàê ýòî îáû÷íî è äåëàåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷,
áóäåì ñ÷èòàòü äèñê òâåðäûì òåëîì. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è äèñê
ñîâåðøàåò ïëîñêîå äâèæåíèå. Êàê èçâåñòíî, òàêîå äâèæåíèå
òâåðäîãî òåëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ
äâèæåíèé: ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî âîêðóã îñè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòÿì, â êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ òðàåê-
òîðèè òî÷åê äèñêà. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü îñè – ñêîðîñòü ïîñòó-
ïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ – çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè, íàçûâàåìîé
ïîëþñîì âðàùåíèÿ, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò îñü âðàùåíèÿ, â
òî âðåìÿ êàê óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáî-
ðà ïîëþñà. Áîëåå òîãî, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîëþñ òàê, ÷òî-
áû äëÿ äàííîãî ìîìåíòà ñêîðîñòü îñè âðàùåíèÿ áûëà ðàâíà
íóëþ. Òàêóþ îñü íàçûâàþò ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ. Ïðè
ýòîì ñêîðîñòü ëþáîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà áóäåò íàïðàâëåíà
ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó åå âðàùåíèÿ (êðàò÷àéøåìó ðàññòî-
ÿíèþ îò îñè äî äàííîé òî÷êè) è ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ íà âåëè÷èíó ýòîãî ðàäèóñà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì, íàõîäèì òî÷êó Î ïåðåñå÷åíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ëèíèÿì ñêîðîñòåé òî÷åê À è Â, âîññòàâ-

ëåííûõ èç ýòèõ òî÷åê
(ðèñ.19). Åñëè èç äâóõ âîç-
ìîæíûõ ïî óñëîâèþ çàäà÷è
íàïðàâëåíèé ñêîðîñòü òî÷êè
À â ìîìåíò âðåìåíè t = 0
íàïðàâëåíà òàê, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 19, òî äèñê
äîëæåí âðàùàòüñÿ ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ A Avω ρ= , ãäå

A OAρ =  – ìãíîâåííûé ðà-
äèóñ âðàùåíèÿ òî÷êè À. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âåëè÷è-
íà ìãíîâåííîãî ðàäèóñà Bρ
âðàùåíèÿ  òî÷êè Â óäîâëåò-

âîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

cos cosA Bρ α ρ β= ,    sin sin 2A B Rρ α ρ β+ = ,

à ïîòîìó

( )

2 cos

sin
A

R β
ρ

α β
=

+ .

Êðîìå òîãî, ðàäèóñ âðàùåíèÿ öåíòðà äèñêà Ñ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0 ðàâåí

2 2 2 cos
2

C A AR R
πρ ρ ρ αÊ ˆ= + - - =Á ˜Ë ¯

= 
( ) ( )

2

2

4 cos 4 cos sin
1

sinsin
R

β β α
α βα β

+ -
++

,

à ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â óêàçàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðàâëå-
íà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, è åå âåëè÷èíà ðàâíà

C Cv ρ ω= .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è äèñê ñêîëüçèò ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è íåò óêàçàíèé, ÷òî îí ïîä-
âåðãàåòñÿ äåéñòâèþ êàêèõ-ëèáî èíûõ îáúåêòîâ, êðîìå ïëîñêî-
ñòè è çåìëè. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû î äâèæåíèè öåí-
òðà ìàññ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñêîðîñòü åãî öåíòðà íàïðàâ-
ëåíà ãîðèçîíòàëüíî è íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à ïîòîìó âåëè-
÷èíà åãî ïåðåìåùåíèÿ çà âðåìÿ τ  ðàâíà rΔ Cv τ= . Îêîí÷à-
òåëüíûé ðàñ÷åò äàåò

( ) ( )2

2

sin cos cos
4

2 cos 3cos

A Av v
r

α β α β ατ τΔ
ββ

+ +
= + = .

5. Ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ øàðèêîâ íà îáðà-
ùåííûõ ê íèì ñòîðîíàõ ïëàñòèí âîçíèêàþò èíäóöèðîâàííûå
çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Â ðåçóëüòàòå íà êàæäóþ èç
ïëàñòèí ñî ñòîðîíû áëèæàéøåãî ê íåé øàðèêà áóäåò äåéñòâî-
âàòü ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, è ïëàñòèíû ïîñëå îòïóñêàíèÿ íà÷íóò
ñìåùàòüñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì îò ñâîèõ èñõîäíûõ ïîëîæå-
íèé. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå êàæäîé èç ïëàñòèí îò èñ-
õîäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî mx . Ïîñêîëüêó ðàçìåðû ïëàñòèí
âåëèêè è îíè ñîåäèíåíû ïðîâîäÿùåé ïðóæèíîé, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè íåò, à ýíåð-
ãèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿäàìè øàðèêîâ è çàðÿäàìè, èíäó-
öèðîâàííûìè íà óêàçàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèí, êîãäà ïëà-
ñòèíû ñìåñòèëèñü îò èñõîäíûõ ïîëîæåíèé íà ðàññòîÿíèå õ,
ðàâíà ýíåðãèè ïîëÿ äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, íàõîäÿùèõñÿ â
âàêóóìå íà ðàññòîÿíèè ( )2 L x-  äðóã îò äðóãà, ò.å. ðàâíà

( )

2

.
08

q
W

L xπε
= -

-
.

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãî äåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíû áóäåò ðàâíà

2

C 2W kx= .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è ñèëàìè ñîïðîòèâëåíèÿ äâè-
æåíèþ ïëàñòèí ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. Áóäåì ïðåíåáðåãàòü òàê-
æå èçëó÷åíèåì, âîçíèêàþùèì ïðè íåðàâíîìåðíîì äâèæåíèè
çàðÿæåííûõ ïëàñòèí, èíäóêòèâíîñòüþ ïðóæèíû è åå îìè÷åñ-
êèì ñîïðîòèâëåíèåì.
Ïîñêîëüêó ïåðâîíà÷àëüíî ïëàñòèíû ïîêîèëèñü è ïðè ìàêñè-
ìàëüíîì ñìåùåíèè èõ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, òî, ñîãëàñíî çà-
êîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

( )

2 2

2

0 0

2
8 8

m
m

q q
kx

L L xπε πε
- = - +

-
.

Îáîçíà÷èì m my x L=  è ( )2 3

016B q kLπε= . Òîãäà ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2 0m my y B- + = ,

îòêóäà

0,5 0,25my B= ± - .

Ñëåäîâàòåëüíî, 0,25B £ , ò.å. 2 3

04q kLπε£ , à ïîòîìó èñêî-
ìàÿ âåëè÷èíà çàðÿäà äîëæíà áûòü ÷óòü ìåíüøå

max 02q L kLπε= .

6. Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 1K  êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 1C  áó-
äåò çàðÿæàòüñÿ, à êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 2C  áóäåò îñòàâàòüñÿ
íåçàðÿæåííûì, òàê êàê äèîä 2D  çàïåðò. Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ
êëþ÷à 1K  è çàìûêàíèÿ êëþ÷à 2K  äèîä 

1D  îòêðîåòñÿ, è êîí-
äåíñàòîð åìêîñòüþ 1C  íà÷íåò ðàçðÿæàòüñÿ ÷åðåç ýòîò äèîä è
êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè. Ê ìîìåíòó ïîëíîãî ðàçðÿäà ýòîãî
êîíäåíñàòîðà òîê ÷åðåç êàòóøêó äîñòèãíåò ìàêñèìóìà, à â
ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè îòêðîåòñÿ äèîä 2D  è êîíäåíñàòî-
ðû áóäóò ïåðåçàðÿæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òîê ÷åðåç êàòóøêó
íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Ïîñêîëüêó äèîäû ñ÷èòàþòñÿ èäåàëü-
íûìè, òî, ïðåíåáðåãàÿ, êàê îáû÷íî, âëèÿíèåì ñîåäèíèòåëü-
íûõ ïðîâîäîâ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ê ìîìåíòó ïðåêðàùå-
íèÿ òîêà ÷åðåç êàòóøêó íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ áóäóò
ðàâíû è äîñòèãíóò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïîñëå ýòîãî äèîä

1D  áóäåò çàïåðò, à ïîòîìó, ïðåíåáðåãàÿ òîêàìè óòå÷êè êîí-
äåíñàòîðîâ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòî-
ðàõ èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò è íàïðÿæåíèå íà äèîäå 2D  áóäåò îñ-
òàâàòüñÿ ðàâíûì íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå óñòàíîâèâøåãîñÿ íàïðÿæåíèÿ íà
äèîäå 2D  ê âåëè÷èíå ÝÄÑ áàòàðåè ðàâíî íóëþ.
7. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì , êàê îáû÷íî, ïðåíåáðåãàòü òî-
êàìè óòå÷êè â êîíäåíñàòîðàõ ñõåìû, à êëþ÷ K ñ÷èòàòü èäå-
àëüíûì. Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 

1C
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íà÷íåò çàðÿæàòüñÿ òîêîì, òåêóùèì íå òîëüêî ÷åðåç ðåçèñ-
òîð 1R , íî è òîêîì çàðÿäà êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ 

2C . Òîê
çàðÿäà ýòîãî êîíäåíñàòîðà áóäåò óìåíüøàòüñÿ ñî âðåìåíåì è
ñòàíåò ðàâíûì íóëþ â òîò ìîìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå 

2CU  íà
ýòîì êîíäåíñàòîðå ñòàíåò ðàâíûì íàïðÿæåíèþ 

1RU  íà ðåçèñ-
òîðå 1R . Â ýòîò æå ìîìåíò íàïðÿæåíèå íà äèîäå D ñòàíåò
ðàâíûì íóëþ, à â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû äèîä áóäåò çàïåðò,
òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è îí ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 2C  â äàëüíåé-
øåì èçìåíÿòüñÿ íå áóäåò, à ïîòîìó äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ

( ) ( )
12

2

C R

q
U U

C
τ τ= = .

Íàïðÿæåíèå æå íà êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ 1C  ÷åðåç âðåìÿ τ
ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à ñòàíåò ðàâíûì

( ) ( )
1 1C RU Uτ τ= -E .

Ïîñêîëüêó çàðÿäêà ýòîãî êîíäåíñàòîðà áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ
äî òåõ ïîð, ïîêà íàïðÿæåíèå íà íåì íå ñòàíåò ðàâíûì ÝÄÑ
èñòî÷íèêà E , ÷åðåç èñòî÷íèê çà âðåìÿ t τ≥  ïðîòå÷åò çàðÿä

( )( )1 1Cq U CΔ τ= -E ,

à âûäåëèâøååñÿ íà ðåçèñòîðå 1R  ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

( ) ( )( )2

2
2

1 1, 0,5 0,5 CQ q C U Cτ Δ τ• = - + -E E E .

Èòàê,

( )
2

1

2

2

,
2

q C
Q Q

C
τ£ • = .

Факультет вычислительной математики и кибернетики

1. 
0

4
1,57 c

d
t

v

πΔ = ª . 2. 
0

3
5 5,25 ì “

4
v gl= = .

3. 
( )cos 2

mg
F

α
= . 4. ( )2 2

" "

1 5
3 sin

8 16
A SL g SL gρ α ρ= - = .

5. 
max 0

2

m
l l v

k
= + , min 0

2

m
l l v

k
= - .

6. max

2M m
F mg

M m

+
=

+
. 7. 

( )
0

min

" He 0

3
2,73 ì

RT
r

p

σ
Μ Μ

= ª
-

.

8. 1

2

2
1k

Μ
Μ

= = . 9. 
( )

( )( )
3 100% 2

1,35 *d›
2 1 100%

A R T
η

Δ
η

+
= ª

-
.

10. 
2 2

3
0 0

15
1

8 64

q q
A

L kLπε πε
Ê ˆ

= -Á ˜Ë ¯
.

11. 
( )

( )
2 1

2 1

1 2

1
3 “ì

1

k k
R R

k k

-
= =

-
, 

81

2 1

2

1
6 10  jë

1

k
Q Q

k
-

-
= = ◊

-
.

12. ( ) 0 1
t

R t R
τ

Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯ , ãäå 0R Cτ = .

13. ( )
2

0 1
2

F C
l

ε= -
E

. 14. 
2

0,48 B
u

U BL v
v

Δ
Ê ˆ

= - =Á ˜Ë ¯
.

15. 0

mv
q q

Bl
= - . 16. 15

0

4
2 10  c

R
T mR

e

π
πε -= ª ◊ .

17. 
( )

2

2

max 2
sin 0,5

R
n

R d
α = - =

-
, max 30α = ∞ .

18. n < 2. 19. 
l

F
δ
Δ

= .   20. 
2

1

2
5 1 3,8 ì*ì

F
d

l
λ Ê ˆ= + ªÁ ˜Ë ¯

.

Химический факультет

Âàðèàíò 1

3. Íà èíòåðâàëå 0 1 ct£ £ . 4. Óâåëè÷èëàñü â 2 ðàçà.
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Ðèñ. 21

5. Ñì. ðèñ.20. 6. 1 2 100 *ã
F F

m
g

+
= = .

7. 
2

2 6 B 2,45 Bm
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U U

C
= + = ª .

8. 
( ) ( ) 2

1 2

sincos
0,16 ì “

F ma mg FF
a

m m g

αα - -
= - ª .

9. 
310  jë

2

C
q -= =
E

. 10. 110,5 15,7 *d›Q RT= ª .

Âàðèàíò 2

3. À = 6 Äæ. 4. Ñì. ðèñ.21.

5. 22 sin 4 ì “
F

a g
m

α= - = . 6. 

( )
24

1
1,5

1
n

d l
= ª

-
.

7. ( ) ( )1 2 2 10,5 16 *d›Q p p V V= + - = .

8. 5 cö
2 BS

ν
π

= =
E

. 9. 
61,8 10

nhc

IU
η

λ
-= = ◊ .

10. 
( )

3 2
2 2

0 8
4

6,6 10  jë
R d mg

q
Qd

πε
-

+
= - ª ◊ .
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